Nouvelle-Calédonie — Novembre 2009 — Série S — Exercice
Le plan est muni d’un repére orthonormal (O;T, Tj.

On consideére la fonction f définie sur R par :
f(x)=x%

On note f' la fonction dérivée de f.

1. a. Déterminer les limites de la fonction f en —oo et en 4.
b. Calculer f (x) et déterminer le tableau de variations de f.

c. En déduire le signe de f sur R.

2. Pour tout nombre réel a, on considere I’intégrale I(a)= | f (x)dx.

Ot

a. Donner selon les valeurs de a le signe de I (a).

b. A I’aide d’une double intégration par parties montrer que pour
tout nombre réel a :

I(a)=2—2e—a[1+a+a72J

c. En deduire pour tout nombre réel a :

1 a’
§ea | (a)=¢e? —{1+ a+7]

3. Soient g et h les fonctions definies sur R par g(x)=e* et

X2
h(x):1+x+7.

On note % la courbe représentative de g et .7’ celle de h.

a. Montrer que les courbes % et .77 ont la méme tangente au point
d’abscisse 0.

b. Déduire des questions précédentes la position relative des
courbes et S
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Analyse

Une intégrale pour étudier la position relative de deux courbes ... voila qui n’est pas banal et
donne lieu a divers calculs (étude de fonction, calcul intégral via une double intégration par
parties, etc.). Si la double intégration par parties correspond & la question la plus « technique »
du sujet, le reste est finalement trés proche du cours.

Résolution
Question 1.a.

Onad’abord : lim x* = lim x? = +w.

X—>+00 X—>—00

. . o . _ .1
En suite : comme lim e*=0", il vient: lime™ = lim = = +x.

X—>—w© X—>—w© X—>—w© ex

Par produit, on en déduit alors immédiatement : lim f (x) = lim X’ = 4w,

X—>—00 X—>—00

. o1 . R - -
i = lim = =0, nous av ire,en +o0,au i i u
Comme : lime™ = lim —=0, nous avons affaire, en a une forme indéterminée d e

X—>+00 X—>+00 e

« Oxo0 ».

2
Par croissance comparée, on a immédiatement : lim f (x) = lim x’¢™ = lim =—=0.

X—>+00 X—>+o0 x—+0 @%

lim f(x)=+w et lim f(x)=0

X—>—00 X—>+0

Question 1.b.

La fonction f est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur cet intervalle et
on a, pour tout x réel :

f'(x)=2xe™ -x%e ™" = x(2-x)e”*

Commeona: VxeR,e ™ >0, lesignede f (x) est celui du produit : x(2—-x) qui est un
polyndme du second degré factorisé s’annulant en 0 et 2. On a donc :

e Pour tout x réel dans ]-o0; 0[U]2; + o[, ona x(2-x)<0 etdonc f'(x)>0.
e Pourtout x réel dans ]0;2[,ona x(2-x)>0 etdonc f'(x)<0.
e Pour x=0ou x=2,ona:x(2—x)=f'(x)=0.
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4
_2 .

Par ailleurs: f(0)=0°xe®=0et f(2)=2"xe” =
e

Les eléments précedents et les limites obtenues a la question 1.a. nous permettent de dresser
le tableau de variations de la fonction f :

X —0 0 2 +00
f'(x) — 0 + 0 -
+00 4
e’
f
0 0
Question 1.c.

Ona: VxeR,x*>0 (et x* ne s’annule que pour x=0) et e*>0.
On en déduit immédiatement : vxeR, f (x)>0 (et f(x)=0< x=0).
L’étude menée a la question précédente confirme ce résultat :
e SurI'intervalle o ; 0] la fonction f est strictement décroissante avec f (0)=0.On

en déduit immédiatement : Vx e ]—0;0], f (x)> f (0)=0.

e SurI'intervalle [0; 2] la fonction f est strictement croissante avec f (0)=0.Onen
déduit immédiatement : vxe[0;2], f(x)> f(0)=0.

e SurI'intervalle [2;+oo[ , la fonction f est strictement décroissante avec lim f (x)=0.

X—>+0

On en déduit cette fois : Vxe[2;+oo[, f (x)>0 (raisonnement classique par
I’absurde : s”il existait x, dans ]2;+o[ avec f(x,)<0 alors, du fait de la
décroissance stricte de f, il existerait x, > x, tel que f(x,)<0 eton aurait

vxe]x ;+oof, f(x)< f(x)<0 etdonc: lim f (x)< f(x)<0, ce qui contredit
lim f(x)=0).

X—>+00

vxeR, f(x)=0et f(x)=0<x=0.
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Question 2.a.

Ona: I(a) =J' f (x)dx. Ainsi, la fonction | est la primitive de la fonction f s’annulant en 0.
0

Comme vu précédemment, la fonction f est positive sur R . Le signe de 1 (a) dépend donc de
la comparaison des bornes de cette intégrale, c'est-a-dire des réels O et a :

e Sia>0, I(a) estI’intégrale sur I"intervalle [O;a] d’une fonction positive et on a,
par définition: 1(a)>0.

0
e Sia=0:1(0)=]f(x)dx=0.
0
a 0
e Sia<0, I(a):jf(x)dx=—J' f (x)dx. jf(x)dx est I’intégrale sur I’intervalle
0 a

0
[a; 0] d’une fonction positive et on a: j f(x)dx>0 etdonc: I(a)<0.

e Sia>0,1(a)=0.
. Sia=0:|(a)=0.
e Sia<0, I(a)<0.

Question 2.b.

Soit a un réel quelconque fixé.

Soit u la fonction définie sur R par u (x) = x?. Elle y est dérivable en tant que fonction
polyndme etona: VxeR,u'(x)=2x quiest continue sur R en tant que fonction polynéme.

Soit la fonction x e, continue sur R comme composée de deux fonctions continues sur
cet intervalle. La fonction x — —e™ en est une primitive sur R .

Les éléments précédents nous permettent de procéder a une intégration par parties :

x2e Xdx = [—xze’X J: - j' 2x(—e’X ) dx
0

= —[xze’X ]Z + ZT xe ¥dx = —a%® — (—Oze’0 ) + Zj‘. xe *dx
0 0

a
——a%e "+ ZI xe *dx
0
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a
L’intégrale .[xe‘xdx se calcule également en procédant a une intégration par parties mais en
0

considérant cette fois pour la fonction u la fonction définie sur R par u(x)=x. Elle y est
bien sir dérivable de dérivée la fonction constante, donc continue sur R, prenant la valeur 1.

L’intégration par parties donne alors :
i xedx =| —xe™ ]Z - jlx (—e™)dx
0 0
= —[xe‘X]: + ie‘xdx =—ae* —(-0e”) +je‘xdx
0 0

a a
——ae?+ [—e‘x]o ——ae™® —[e‘x]o ——ae™® —(e‘a —e‘o)

=—ae’-e"+1
Il vient alors :
I(a)=-a%" +2i xe *dx
0
—-a% 7+ 2(—a e?_g? +1)
=2—2e"“[1+a+a—2}
2
2
vaeR,l(a)=2-2e" (1+ a+7J
Question 2.c.

A partir du résultat de la question précédente, on a immédiatement :

2
vaeR, |(a)=2—26‘a(1+a+%j
1 a’®
C>V«'JIER,EI (a)=1-e* 1+a+?

1., a a’
@VaeR,Ee |(a):e — 1+a+?

2
VaeR,leal (a)=ea—(1+a+a—j
2 2
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Question 3.a.

Soulignons d’abord que les fonctions g et h sont dérivables sur R (fonction exponentielle et
fonction polyndme). Ona: VxeR, g'(x)=¢e* et f'(x)= 0+1+2—2X =1+X.

02
Ona: g(0)=e"=1et h(0)=1+0+?=1.

On en déduit immédiatement que les courbes représentatives &~ et ., des fonctions g et h
respectivement, passent par le point (0 ;1)

Par ailleurs: g'(0)=e’=1et f'(0)=1+0=1.
Ainsi, les tangentes aux courbes représentatives et . au point (0;1) admettent le
méme coefficient directeur. On en déduit qu’elle sont confondues.

Les courbes représentatives &~ et .
admettent une tangente commune au point d’abscisse 0.

Question 3.b.

2
A la question 2.c. nous avons obtenu : Va e R, %eal (a)=e® —(1+a+a?] =g(a)-h(a).

Comme VaeR,e" >0, lesigne de la différence g(a)—h(a) est identique a celui de I (a).
Or a la question 2.a. nous avons obtenu :

e Sia>0,1(a)>0.

e Sia=0:1I(a)=0.

¢ Sia<0,1(a)<0.

On en déduit immédiatement :

e Sia>0,1(a)=0,donc g(a)—h(a)>0 etlacourbe & estsituée au-dessus de la
courbe .7 .

e Sia=0:1(a)=0,soit g(a)—h(a)=0 etlescourbes & et .7 se coupent (plus
précisément, d’apres la question précédente, elles sont tangentes I’une a I’autre).

e Sia<0, I(a)<0,donc g(a)—h(a)<0 etlacourbe & estsituée en dessous de la

courbe . & .

e Sia>0 :lacourbe & estsituée au-dessus de la courbe . & .
e Sia=0 :lescourbes & et .7 se coupent en étant tangentes I’une a I’autre.
e Sia<0 :lacourbe & estsituée en dessous de la courbe & .
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A titre de complément, nous fournissons ci-dessous les courbes représentatives des fonctions
g et h ainsi que la tangente en (0 ; 1).

h(x)=1+ +£
(x) = X+

e -0.51
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