Pondichéry — Avril 2008 — Série S - Exercice

X
eXx -1

f(t)dt.

1. Soit f la fonction définie sur [+];+oo[ par f(x)= et soit H la

fonction définie sur | +1+o0 par H(x)=

= ey <

a. Justifier que f et H sont bien définies sur [+l;+oo[.

b. Quelle relation existe-t-il entre H et f ?
c. Soit C la courbe représentative de f dans un repére orthonormal

(O;T, ]) du plan. Interpréter en termes d’aire le nombre H (3)

2. On se propose dans cette question de donner un encadrement du
nombre H (3)

—X
a. Montrer que pour tout réel x>0, exilzxxle?'

3 3
b. En déduire que j f (x)dx=3In(1—eis]—In(l—%}—jln(l—e‘x)dx.
1 1

c. Montrer que si 1<x<3 alors In(l—%}sIn(l—e‘x)gln{l—e—ls}

3 3
d. En déduire un encadrement de jln(l—e‘x)dx puis de j f (x)dx.
1 1
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Analyse

Exponentielle, logarithme népérien et calcul intégral sont les principaux ingrédients de
I’exercice composé de deux parties. La premiere comporte plusieurs questions de cours sur les
themes de I’intégration et de la dérivation. La seconde vise a I’obtention d’un encadrement
d’une intégrale.

Résolution

- Question 1.a.

Considérons la fonction définie par : x> =1 Elle est définie pour toute valeur de x
e —

n’annulant pas le dénominateur. Or, e* -1=0«<e* =1< x=0. Pour la fonction f, on
considére I’intervalle [+1;+c[ qui ne contient pas 0, elle y donc bien définie.

La fonction f est continue sur [+1; +oo[ comme rapport de deux fonctions continues sur cet

intervalle. Pour tout x dans [+1;+oo[ , I’intégrale j%dx:j f (t)dt est donc définie.
1€~ 1

Les fonctions f et H sont bien définies sur [+1; +oo[ .

- Question 1.b.

La fonction f étant continue sur [+1; +oo[ , alors pour tout réel x de cet intervalle, | f (t)dt est

P C— <

la primitive de f s’annulant en 1. On a donc pour tout x réel de [+1;+o0[ : H'(x)= f(x).

La fonction H est la primitive de f s’annulant en 1
et on a, pour tout réel x de [+1;+o[ : H'(x)= f(x)

- Question 1.c.

3
Ona H(3) :j f (t)dt. Remarquons que la fonction f prend des valeurs positives sur
1
I"intervalle [+1;+oo[ . En effet, on a, pour tout réel x de cet intervalle : e -1>¢e"'-1>0.
3
L’intégrale J' f (t)dt s’interprete alors comme I’aire, en unité d’aire, du domaine défini par la
1

courbe C, I’axe des abscisses et les droites d’équation x =1 et x =3.
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Le nombre H (3) est I'aire, en unité d’aire, du domaine défini par la courbe C,
I’axe des abscisses et les droites d’équation x=1et x=3.

- Question 2.a.

On obtient facilement le résultat en mettant e* en facteur. Pour tout x réel on a :

X _XXBXXX_XxeX_ e
e -1 1) 1-e* 1-e™*
#[1-3)
Le résultat est valable pour tout x réel, il I’est, a fortiori, pour tout réel strictement positif.
e—x
Pour tout x>0,0na: ———=Xx — -
e’ -1 l-e

- Question 2.b.

—X

La fonction x—

— est définie (son dénominateur s’annule pour 0) sur [+1;+oc[ . On

1-e
e (X 1
constate que I’on a : —4=L avec u(x)=1-e* =1-—.
1-e u(x) e
Pour tout réel x de [+1; +oo[ ,ona e*>e (croissance de la fonction exponentielle), d’ou :
1 1 1 1

——>—= (croissance de I’opposé de I’inverse) et, finalement 1-—>1-=>0.
e e e e

La fonction u prend donc des valeurs strictement positives sur [+1;+o[ et donc sur [+1;+3].

On tire de ce qui précede que la fonction x — Inu(x)=In (1—e‘x) est une primitive sur

—X

[+1;+3] de la fonction x > ——.

l1-e

En procédant alors a une intégration par parties, il vient :

= [Xx In(l—e’x)]: —'[In(l—ex)dx

=3xIn(1-e?)-1x In(l—e’l)—jln(l—e’x)dx

1

:3In(1—e—13j—In(l—%j—jln(l—eX)dx
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Le résultat est ainsi établi.

i f(x)dx=3In(1—ei3)—In(l—%)—iln(l—e‘x)dx

1

- Question 2.c.

Soitun réel x tel que : 1< x <3.

La fonction exponentielle étant strictement croissante sur R , on en tire :
e<e‘<eé’

Puis, la fonction opposée de la fonction inverse étant, elle aussi, strictement croissante sur
R :

1 1 1
__S —_— S —_
e e e’
Alors :
1-= sl——xsl—i3
e e

Comme e>1,0nal-—=>0 eton peut considérer les logarithmes népériens des quantités
e

ci-dessus en tenant compte du fait que la fonction logarithme néepérien est strictement
croissante sur R*" :

Le résultat est ainsi établi.

= Question 2.d.

L’inégalité précédente nous permet de ranger dans le méme ordre les intégrales prises de 1 a

3:
3 3 3
.[In(l—ljdx sjln(l—ix)dx s.[ln(l—isjdx
e 1 e ] e

1
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Soit ;

In (1—%)><(3—1) < jiln(l—eix] dx < In(l—e—lij(s—l)

Et finalement :

el el

3
2|n(1—3)sj|n(1—ix)dxs 2|n(1—i3)
e) 9 e e

A la question 2.b., nous avions établi :

H (3) :j' f (x)dx = 3In(1—e—13j—In(l—%j—iln(l—e‘x)dx

1

On fait alors apparaitre cette expression dans I’encadrement précédent :

il o)
el
R e N O R
{3 a2l
{3 o202

On peut simplifier I’encadrement obtenu en utilisant la factorisation suivante :
e’ ~1=(e—1)(e’ +e+1). On obtient :

3_ _ 3_
In(l—is]—ln(l—%:ln ¢ 3lj—ln(e ljzln(e Slxij
e e e e e e-1

I (e—l)(e2+e+1)x e J_Ine2+e+1
1

e e— e
=In 1+l+l2J
e e
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Finalement :

In(1+

1

_+_

e

1

e2

1
<H(3)<3In|1+=+=
)< ()< n( +e+e2

g
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