France métropolitaine — Septembre 2007 — Série S - Exercice

On consideére les deux equations différentielles suivantes définies sur
_Z.z
2'2|

(E) : y'+(1+tanx)y:cosx,
(Ep):y+y=1

1. Donner I’ensemble des solutions de I’équation (E, ).

.7

2. Soit f et g deux fonctions dérivables sur }—7,7

{ et telles que :
f (x)=g(x)cosx

Démontrer que la fonction f est solution de (E) si, et seulement si,
la fonction g est solution de (E, ).
3. Déterminer la solution f de (E) telle que f(O):O.
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Analyse

Un exercice de structure classique ou I’on résout une équation différentielle en se ramenant a
une autre équation différentielle ayant la forme du cours : y'=ay+b.

Résolution
- Question 1.

L’équation (EO) peut étre récrite . y'=-y+1. Elle est donc de la forme y'=ay+b avec

a=-1 et b=1. Ses solutions s’écrivent, sur tout intervalle de R et donc, en particulier sur

}—%;%[ cy=Ce™ _b =Ce ™ +1 ou C est une constante réelle quelconque.
a

Les solutions de I’équation différentielle (E,) y'+y =1 sur I’intervalle }%%{

sont les fonctions de la forme : y=Ce ™ +1, ou C est une constante réelle quelconque.

- Question 2.

On considere maintenant deux fonctions dérivables f et g sur }—%%{ et telles que, pour tout

x réel de cet intervalle, on ait : f (x)=g(x)cosx.

On en déduit (dérivation d’un produit) : We}—%;%{, f'(x)=g"(x)cosx—g(x)sinx
Il vient alors :
fsolution de (E) <
VX e —%;% , F'(x)+(1+tanx) f (x) =cosx <
VX e —%;% , 9'(x)cosx—g(x)sinx+(1+tan x)g(x)cosx =cosx <
Tzl . sin x 3
VXE__E’E_’ g (x)cosx;g,@e)sﬁ+g(x)cosx+)@—€{gm_cosx<:>
Vx e —%;% , 9'(x)cosx+g(x)cosx =cosx
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Or, sur I’intervalle }E;E{ , la fonction cosinus ne s’annule pas. On a donc I’équivalence :

VXE}——;—[, g'(X)cosx+g(X)cosx =Ccosx <

We}—%;%{, 9'(x)+g(x)=1<

g solution de (E,)

Si f et g sont deux fonctions dérivables sur I’intervalle }—%%[ et telles que :

Vx e }—%g[ f (x)=g(x)cosx alors on a I’équivalence :

f solution de (E) <> g solution de (E,)

- Question 3.

D’apreés la question précédente, dire que f est solution de I’équation différentielle (E) sur

I’intervalle }—%%{ équivaut a dire que la fonction g =—— est solution, sur ce méme
coS

intervalle, de I’équation différentielle (E, ).

D’apres la question 1, on en déduit que pour tout x réel de I’intervalle }—%%[ ,ona:

F(X) _ e 1
COS X

Soit :
f (x)=(Ce™ +1)cosx

La condition f(0)=0 équivautalorsa: (Ce®+1)cos0, soit: C+1=0. Finalement :

C=-letona: VXG}—Z;E{, f(x):(—e’x+1)cosx.
2 2

La solution de I’équation différentielle (E) sur I’intervalle }—%%{ qui s’annule en 0 est la

fonction f définie par :

We}—%;%[, f(x)=(-e™ +1)cos x
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