France métropolitaine — Juin 2014 — Série S — Exercice

Dans I’espace, on considere un tétraédre ABCD dont les faces ABC,
ACD et ABD sont des triangles rectangles et isocéles en A. On désigne
par E, F et G les milieux respectifs des cotés [AB}, [BC} et [CA].

On choisit AB pour unité de longueur et on se place dans le repere
orthonormeé (A; AB, AC, ADJ de I’espace.

1. On désigne par & le plan qui passe par A et qui est orthogonal a la
droite (DF).
On note H le point d’intersection du plan & et de la droite (DF).

a. Donner les coordonnées des points D et F.
b. Donner une représentation paramétrique de la droite (DF).

c. Déterminer une équation cartésienne du plan & .
d. Calculer les coordonnées du point H.

e. Démontrer que I’angle EHG est un angle droit.

2. On désigne par M un point de la droite (DF) et par t le réel tel que

DM =tDF. On note « la mesure en radians de I’angle
géométrique EMG .

Le but de cette question est de déterminer la position du point M
pour que « soit maximale.

; 2_342 5.,5
a. Démontrer que ME _7t 7t+Z'

b. Démontrer que le triangle MEG est isocele en M.

En déduire que ME xsin QJ:L.
| 320
c. Justifier que o est maximale si et seulement si ME? est
minimal.

d. Conclure.
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Analyse

L’exercice comporte deux parties tres distinctes de par le type de questions abordées. Ces
deux parties sont trés indépendantes I’une de I’autre.

Dans la premiére partie, on évalue des connaissances élémentaires de géométrie cartésienne
dans I’espace (représentation paramétrique de droite, équation cartésienne de plan, produit
scalaire).

Dans la seconde, on traite un probleme d’optimisation (ici, recherche de la mesure maximale
d’un angle). Ce type de probléme est inhabituel dans un exercice de géométrie dans I’espace
et la principale difficulté se situe réellement au niveau de la question 2.c. On notera que les
trois autres questions peuvent étre traitées indépendamment de celle-ci.

Résolution
Question 1.a.

Comme AD est le troisiéme vecteur du repére choisi, il vient immédiatement : D(O;O;l).

Comme F est le milieu du coté [BC], il vient: AF =%(E+E)=%ﬁ+%ﬁ eton en
déduit - F(l;l;o}
2 2

Bien sdr, on pouvait immédiatement écrire B(1;0;0) et C(0;1;0) puis retrouver les

coordonnesde F: F 1+0;0+1;0+0 )
2 2 2

D(0;0;1) et F(l;l;oj.
2 2

Question 1.b.

Le vecteur DF est un vecteur directeur de la droite (DF) etona: 5!5[%—0;%—0 : 0—1},

soit ﬁ(% ; % ; —1). On peut alors retenir le vecteur G = 2DF (1;1;—2) comme vecteur

directeur de la droite (DF ). On aalors :

Xx-0=t X=t
M(x;y;z)e(DF)<3teR/DM =tl < JteR/{y-0=t < JtecR/{y=t
z-1=-2t z=1-2t
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On en déduit une représentation paramétrique de la droite (DF) :

x=t
y=t e
z=1-2t

Evidemment, si on a conservé le vecteur ﬁ[% : % : —1) comme vecteur directeur de la

droite (DF) , 0n aura obtenu la représentation paramétrique suivante :

NI~ NP

t ,telR

N <
Il Il
[EEY

|

—

Une représentation paramétrique de la droite (DF) est :

t
t JtelR
1-2t

N < X
Il

Question 1.c.

Comme le plan & est orthogonal & la droite (DF ), il admet pour vecteur normal le vecteur
i = 2DF . On en déduit immédiatement qu’une équation cartésienne de & est de la forme :
X+y-2z+d =0

ou d est un réel a déterminer.

Comme le point A, origine du repére, appartient au plan & , il vient immédiatement :
0+0-2x0+d =0 etdonc d =0.
Finalement :

Une équation cartésienne du plan & est :
X+y-2z=0
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Question 1.d.

x=t
P y=t
M(x;y;z)e(DF)NY < 3teR/
z=1-2t
X+y—-2z=0
Onaalors:
x=t x=t x=t X=t
y =t y=t y=t y=t
o = &e7=1-—
7-1-2t 7=1-2t 7=1-2t 72714
X+y-2z=0 t+t-2(1-2t)=0 6t-2=0 t=%
Finalement :

Le point d’intersection de la droite (DF) et du plan & est le point H (% ; % ; %)

Question 1.e.

Comme le point E est le milieu du segment [ AB] et comme le vecteur AB est le premier
vecteur du repére choisi, il vient immédiatement E(E ;05 0).
Comme le point G est le milieu du segment [CA] et comme le vecteur AC est le deuxiéme

vecteur du repére choisi, il vient immédiatement G(O ; % ; Oj.

Il vient alors : HE l—E;O—E;O—1 ,soit: HE 1;—l;—l .
2 3 3 3 6 3 3
Puis: HG O—E;E—E;O—1 , soit HG —1;1;—1 .
32 3 3 36 3

Le repére choisi étant orthonormé, on a enfin :
REAG =i -L)-Lf i il 1 1.1,
6 3) 36 3 3 18 18 9

Ainsi, les vecteurs HE et HG sont orthogonaux. Donc, I’angle EHG est droit.

L angle EHG est droit.
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Question 2.a.

A partir de la relation DM =tDF (ou directement & partir de la deuxiéme représentation
paramétrique obtenue a la question 1.b.), on obtient :

M (lt;lt;l—tj
2 2
Commeona: E(%;O;Oj, il vient : W(%—%t;O—%t;O—(l—t)), soit :

W(%(l—t) = -(1_t)j

D’ou, le repére choisi étant orthonormé :

1 1 1

ME® =(E(1—t)j2 +(_%th (0 =2 e e ey

=§(1—t)2 e =§(1—2t+t2)+£t2 _2 51 3p Lty
4 4 4 4 4 2 4 4
_§t2_§t+§
2 2 4
On a bien :
ME? =322, 2
2 2
Question 2.b.

Commeon : G(O;l;oj, il vient MG(O—lt;l—lt;0—(1—t)),soit:
2 2 2 2
—( 1 1
MG| —=t:=(1-t ); —(1-t
[-3ti3-t)i-0-0)

On obtient alors immédiatement, les coordonnées de ME et MG étant identiques a I’ordre

prés : MG? = ME? =gt2 —gt +%. On en déduit immédiatement : MG = ME

Le triangle MEG est isocéle en M.
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o —

Puisque la mesure en radians de I’angle géométrique EMG est notée « et que le triangle

1
—EG 1

MEG est isocéle en M, il vient : sin 21-2 , soit EM sin il =—EG.
2 EM 2 2

Il convient donc de calculer EG.

Commeona: E(% ;0; 0) et G(O ; % ; Oj et comme le repére choisi est orthonormé, il

vient :

Alors : EM sin(gjzlEGzlxi:i.
2) 2 2 2 22
. [« 1
EMsin| — |=——
(ZJ 22
Question 2.c.
OnalO<asr etdoncOSas%.

Sur I’intervalle [O ; E} , la fonction sinus est strictement croissante.
Soit alors «,,, lavaleur maximale de « .

Pour toute o différente de «

max !

a . . (24 . (24
ona a<a,, etdonc —<—" puis sin| — | <sin| —& |
2 2 2 2

Ainsi, sin (%} est maximal.

Réciproguement, supposons que pour «,,, , on ait sin [%) <sin (%) pour toute «

iy . a o
différente de «,,,. Onentire alors —<—"% et donc o < &, -
2 2

Ainsi o, est maximale.

Finalement :

. . . . a .
a est maximale si, et seulement si, sm(z) est maximal.
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A la question 2.b. on a vu que I’on avait : EM sin(gj =L, soit EM :ix !
2) 222

242 @

En raisonnant comme précédemment mais en tenant compte cette fois du fait que la fonction
inverse est strictement décroissante sur R’ , il vient :

sin(%j est maximal & EM =Lx; est minimale

2V2 sin[aj

2

En tenant compte enfin du fait que la fonction carrée est strictement croissante sur R, on
obtient :

EM est minimale < ME? est minimal

On a bien :

a est maximale si, et seulement si, ME? est minimal.

Question 2.d.
. , . , 3., 5, 5
A la question 2.a. on a vu que I’on avait : ME“ =—t __t+Z'
. ) 3, 5,5 , - »
Le trindbme at +bt+c=5t _EHZ est du second degré et le coefficient a de « t° » est
_3
positif. Il admet ainsi une valeur minimale pour t:_ﬂz__2:§X1:§,
2a 2X§ 2 3 6
2

Finalement :

La position du point M pour que « soit maximale est définie par la relation vectorielle :

DM = DF
6

Complément

La valeur minimale de ME? vaut :

2

) 3 (5Y 5 5 5 3x25 26 5 25 25 5 25-50+30 5
(ME ) —+— —+— — =
min 2 6 4 2x36 12 4 24 12 4 24 24

"2 (6
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3

o 5 16 . . (a 1 1 1
D’ol: ME,;, = /= ==,/= puis: sin| /& = = =—=,[-.
24 2\6 2 2N2xEM 1 /5 5 5

RGP P

Il vientalors : «,,, =1,77 rad soit environ 101,54°.

A partir de sin(g):# et ME? :Et2 —§t+§, il vient :
2) 2J2EM 2 2 4

1

3, 5, 5
22 2242
2y

D’ou, finalement : o = 2 xarcsin

Nous avons représenté ci-dessous une partie de la courbe représentative de la fonction :

1

t > a =2xarcsin

2J§J3ﬁ—5t+5

2 2 4

25

2

3
Qag = 2 (L"’CSZVL\/g

15

-0.5
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