Liban — Juin 2010 — Série S — Exercice
Partie A. Restitution organisee des connaissances.

On supposera connus les résultats suivants :
0
o e°=1.

e Pourtousréels x ety, eXxe¥y =e**Y,

1. Démontrer que pour tout réel x, e—x:iX,
e

2. Démontrer que pour tout réel x et pour tout entier naturel n,
(ex)nze”X.

Partie B

On considere la suite (u,) deéfinie pour tout entier naturel n par :
1
0

1. a. Montrer que u,+u, =1.
b. Calculer u;. En déduire Ug.

2. Montrer que pour tout entier naturel n, u, >0.

l-e™"

3. a. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, u_ . +u, =

l1-e™"

n+1

b. En deduire que pour tout entier naturel n non nul, u, <

4. Déterminer la limite de la suite (uy).
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Analyse

Suite, intégrale et exponentielle sont au menu de cet exercice qui, pour chacun de ces thémes,
ne fait pas appel aux résultats les plus délicats. En revanche, le cours doit étre connu et la
rédaction précise.

Résolution
Partie A

Question 1.

Pour tout réel x, on a :

e¥xe* =g (2‘”“e résultat)
= eo
-1 (18’ résultat)
On a bien :
VX e R, et = —~
e
Question 2.

- 7 -7 7 n
Considérons la propriété « VxR, (") =e™ ».

On allons classiquement démontrer par récurrence que cette propriété est vraie pour tout
entier naturel n.

0
Pour n=0, on a, pour tout x réel : (ex)n =(e") =lete™=e""=e’=1.
La propriété est ainsi initialisée.

Supposons maintenant que la propriété soit vraie pour un entier naturel n quelconque fixé.
n
Onadonc: vxeR,(e") =e™.
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Pour tout x réel, on a alors :

(@) =) e

=e™ xe* (d'aprés I'hypothese de récurrence)
=™ (deuxiéme résultat fourni dans I'énoncé)
_ A(n+D)x

=e

La propriété est ainsi vraie au rang n+1, elle est héréditaire.

Initialisée et héréditaire, la propriété est donc vraie pour tout entier naturel n.

vneN, VXGR,(ex)n =™

Partie B
Question 1.a.
1 -Oxx 1 1 —Ixx 1 —X
e 1 e e
Ona:u,= dx = dx et u, = X = dx.
° -[1+e‘X Jl+e‘X ' J.1+ - J.1+e‘X

0 0 0

On en déduit immédiatement :

1 1 —X 1 —X 1 —X 1
u0+u1:j 1_X dx+j ¢ _de:j 1_X+ ¢ - dx=J‘1+e_X dx=jldx=l
l+e s 1l+e l+e” 1+e s l+e 5

0 0

U, +u, =1

Question 1.b.
1 e—x
Ona:u = dx.
' -[1+e‘x

0
Considérons la fonction f définie sur I"intervalle [0;1] par: f:x+>1+e™.

Elle est dérivable sur cette intervalle comme somme de deux fonctions dérivables et on a

1 g 1 '
immédiatement : f':x+— —e . Il vient donc : ulz_[de=—jmdx.

o f(x) o f(x)

Ona: VxeR,e*>0,donc VxeR,e™ =ix>0 et finalement : vx [0;1], f (x)>1>0.
e
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f'(x)

On en déduit que la fonction x > In f (x) est une primitive de la fonction x > —— et:

f(x)

U = —j. ) dx=—[In f (X)]z
=~[In(1+e™)] =-In(1+e?)~(~In(L+e))

=—In(1+1)+ln2:—ln1+—e+ln2
e e
=Ini+ln2=lne—ln(1+e)+ln2
1+e
=1+In2-In(1+e)
=1+Ini
1+e

D’aprés la question précédente, ona: u,+u, =1. On en tire immédiatement :

Uy =1—ul=1—(1+Inij=—lnizlnl+—e
l+e 1+e 2
Uy :In1+—e et ul:1+lni
2 l+e

Question 2.

Ona: VxeR,e*>0.0nendéduitalors: vneN,vxe[0;1],e™ >0.
Comme on I’a vu & la question précédente, on a aussi : Vxe[0;1],e™+1>0.

—nx

Finalement: VneN,Vvxe[0;1], i >0.
e’ +1
1 —nx
On en déduit alors : VneN,J' _ex dx>0.
e +1
On abien :
vneN,u, =20
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Question 3.a.

Soit n un entier naturel non nul.

Ona:
1 —(n+)x 1 ™ 1 e—(n+1)x g ™
s -C[ o +1dx+-[e’X +1OIX:-[(ex 1 e +1]OIX
1e (n+2)x +e" le” ”X(e‘x+1) 1 ~
= dx: dx = | e ™dx
[ e e
1 ™™ —nx —nx 1 -n
|5 }; Hemem)=2(em1)
1 n
=;(1—e )
On a bien :
VneN*u . =%(1—e‘")
Question 3.b.

On avu a la question 2. que I’on avait : VneN,u, >0.D’o0: VneN,-u,,, <0.Onentire

n+l -

alors : VneN*,%(l—e‘”) U, < 1(1 e"), clest-a-dire, d’aprés la question précédente :
1 “n
vneN*u, <=(1-e")
n

Le résultat est ainsi établi.

1 “n
vneN*,u, sﬁ(l—e )

Question 4.
. N 1

Ona: lime" =+, d’ou: lime™ = lim —=0 puis (somme) : lim (1-e™")=1,
n—+o0 n—>+o0 n—>+o0 @" n—>+o0

Par ailleurs : lim i 0. On en déduit finalement (produit) :

n—+00 n

nlirpw[%(l—e‘”)}=0x1=0
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R . 1 n
D’apres les questions 2. et 3.b.ona: Vne N*, 0<u, < H(1—e )

Le théoréme des gendarmes nous permet alors de conclure : limu, =0.
N—+o0

limu, =0

n—+wo
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