Antilles - Guyane — Juin 2001 — Série S — Exercice
Dans le plan rapporté a un repére orthonormal (O;T, fj, on designe

par M(z) le point M ayant pour affixe z.

1. Placer sur une figure les points A(2+i), B(Zi), C(—4+3i) et D(—8)
en prenant 1 cm pour unité graphique.

2. Soit f la transformation du plan qui, a tout point M(z), associe le
point M'(z’) tel que :

z':(1+2i)z—4—2i

a. Préciser les images des points A et B par f.

b. Montrer que f admet un unique point fixe €, dont on
précisera I’affixe @ (M est un point fixe pour f si, et
seulement si : f(M)=M).

3. On admet que o=1-2i.

a. Montrer que, pour tout complexe zona: z'-z=-2i(w-z).

Dans toute la suite, on suppose que M est différent de Q.
b. Déduire de la question précédente le rapport des distances

MM’ , MO VM
VIR et I’angle de vecteurs (MQ, MM j

c. Deduire des questions précédentes une construction
géométriqgue du point M', connaissant le point M (on
réalisera cette construction sur la figure de la question 1. en
considérant un point M guelconque).
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Analyse

Une transformation du plan qui ne veut pas dire son nom ! Nous avons effectivement affaire
ici a une similitude (directe), transformation générale du plan dont I’étude se fait en specialité.
Pour autant les éleves suivant le seul programme obligatoire sont comme le bourgeois
gentilhomme : il(elle)s pratiquent les similitudes sans en avoir conscience puisque les
translations, rotations et homothéties en sont (mais ce ne sont pas les seules) ! Ceci dit,
I’exercice proposé reste a un niveau assez simple en mettant I’accent sur : I’identification du
point fixe de la transformation ; une construction géométrique du point image a partir d’une
récriture de I’expression complexe de la transformation (attention, il ne s’agit pas, en
I’occurrence, de la forme réduite ...).

Résolution

Question 1.

On a facilement :

D 0 X
-1 -10 9 8 -7 6 5 4 -3 -2 A1 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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Question 2.a.
Image du point A.
En utilisant I’expression complexe de favec z=2+i, il vient :

2'=(1+2i)(2+i)-4-2i= Z +i+d4i 7 —4-2i =—4+3i

On reconnait I’affixe du point C. On a donc :

f(A)=C

Image du point B.
On utilise cette fois I’expression complexe de favec z =2i, il vient :

2'=(1+2i)2i-4-2i=2-4-42( =-8

On reconnait I’affixe du point D. On a donc :
f(B)=D

Question 2.b.

La point M d’affixe z est un point fixe pour f si, et seulement si, ona: f (M) =M, soit :
7'=1.

Or:
7'=12
o (1+2i)z2-4-2i=z
& 2i2-4-2i=0
SIz=2+Ii
& —ixiz=—i(2+i)
< z=1-2

\ La fonction f admet donc comme unique point invariant le point Q d’affixe: @ =1-2i.

Question 3.a.

Ona:
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2'-7=(1+2i)z-4-2i-z2

=2i2—-4-2i
=2iz—2i(1—2i)
=2iz-2iw
:—m(w—z)
On a bien :
VzeC,z'-z2=-2i(w-1)
Question 3.b.

Pour tout complexe z différent de @, on a, d’apres la question précédente :

=-2i
w-1
On en tire - |[2—2 =|-2i|=2. Mais : |ZI_Z|:|ZI_Z| MM
w-1 |w—z||w—4 MQ

On adonc: M=2.
MQ

Par ailleurs : -2 — _2i = argizarg(—Zi) S
w—17 w—1 2

Or: arg%:(m, W)

Onadonc : (m M—I\/I'):—%.

Finalement :

MM _ 2 et (s, M) =-Z
MQ

Question 3.b.

On suppose M donné différent de Q.

Comme (m MM ) = —%, on est conduit a considérer la rotation de centre M et d’angle de

T y: . .
mesure 5 On va commencer par chercher I’image du point Q par cette rotation : on

appelle P ce point.
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En ajoutant ensuite la contrainte : % =2, on est conduit & construire le point M" tel que
MM'=2MP c'est-a-dire I'image du point M"' par I’lhomothétie de centre M et de rapport 2.

On obtient :

12 11 -10 -9
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