Liban — Mai 2012 — Série S — Exercice
On se place dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal
direct (o;u,v).

1. Un triangle

a) On considere les points A, B et C d’affixes respectives a=2,
b=3+iy3 et c=2iy3.
Déterminer une mesure de I’angle ABC.

b) En déduire que I’affixe @ du centre Q du cercle circonscrit
au triangle ABC est 1+i/3.

2. Une transformation du plan
On note (z,) la suite de nombres complexes de terme initial z, =
et telle que :

Z,,1= 1+IJ_zn+2 pour tout entier naturel n.

Pour tout entier naturel n, on note A, le point d’affixe z,.

a) Montrer que les points A,, A, et A, ont pour affixes
respectives :
3+iV3, 2+2iV3 et 2iy3
On remarquera que : A=A, A,=B et A,=C.

b) Comparer les longueurs des segments [A /A, |, [A,A,] et
[AA, ]
c) Etablir que pour tout entier naturel n, on a:

_1+iﬁ(zn

lan T O=—75—

_a)),

ou @ désigne le nombre complexe défini a la question 1.b).
d) En déduire que le point A _,, est I’image du point A, par une
transformation dont on précisera les éléments caractéristiques.
e) Justifier que, pour tout entier naturel n,ona: A . =A,.
Déterminer I’affixe du point A, .
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3. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou
d’initiative, méme non fructueuse, sera prise en compte dans
I’évaluation.

Déterminer, pour tout entier naturel n, la longueur du segment

(AA]
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Analyse

Complexe, géomeétrie et suite : un peu de tout méme si, au cceur de I’exercice, se trouve une
rotation. On doit parfaitement en connaitre I’expression complexe (identification et
exploitation d’une telle expression).

Résolution
Un triangle

Question 1.a.

On peut raisonner de diverses fagons en ayant, ou pas (!), rapidement positionné les points A,
B et C sur un dessin.

Ona:
AB =|p-af =[3+i3-2 =[1+iV3] =1+3=4
ACt=[c-af =[2iB-2 =4|-1+iV3] =4x(1+3)=16

BC? =|c-b|’ =‘2i\/§—(3+i\@)r =\—3+i\6\2 =9+3=12

Onadonc AC” = AB® + BC? et, d’apreés la réciproque du théoréme de Pythagore, le triangle

ABC est rectangle en B. Une mesure de I’angle ABC est donc %

Puisque nous disposons des affixes des points A, B et C, nous pouvons aussi nous intéresser a
==~ 5=\ . (5~ SR c-b
I’angle (BA,BC) : (BA,BC)=arg——.
gle (BA, BC) : (BA, BC)=arg -—
Ona:

c—b_Zi\@_(3+i\@)_2i\/§—3—ix/§_—3+i\/§_3—ix/§__i‘@(1+i\@)__i\/g
a-b 2-(3+iV3) C2-3-iW3 -1-iW3 143 1+iW3

D’ou: (ﬁ B—C) = argﬂ =arg (—i\/§) S [27:] et on conclut comme précédemment.
a-b 2

Une mesure de I’angle ABC est %

Question 1.b.

Dans un triangle rectangle, le centre du cercle circonscrit est le milieu de I’hypoténuse.

PanaMaths [3-6] Juin 2012




Le triangle ABC étant rectangle en B, son hypoténuse est le segment [AC] :

L affixe du milieu de ce segment [AC] est wz%.

za;rc=2+2|\@:1+i\/§.

Ona: o

L’affixe @ du centre Q du cercle circonscrit au triangle ABC est égale a8 w =1+ iv/3.

Une transformation du plan

Question 2.a.

14
Avec n=0, on a, en tenant compte de z, =0 : z, = +'\E}{+2:2:a.

2
1+|\/§ 1+|\/§
STINS 2=

5 5 x2+2=1+i\/§+2=3+i\/§:b.

Avec n=1,ilvient: z, =

Avec n=2, il vient :

. =1+'2*/§ 22+2:%x(3+i\/§)+2= Z+|J§;3lx/§/§+2=2i\/§+2
Enfin, avec n=3, on obtient :

2, 1+iv3 Za+2:1+|2\/§x(2ix/§+2)+2=(1+i\/§)2+2=2i\/§=0

T2

On a hien :

Les points A,, A, et A, ont pour affixes respectives :
z,=3+i\3=b, Z, =2i3+2etz,=2i\3=c

Comme, de surcroit,ona z, =2=a, on remarque que I'ona: A=A, A,=B et A,=C.

Question 2.b.
Ona:
A1A2=AB=|22—zl|=‘3+i\/§—2‘=‘1+iﬁ‘=\/12+72=\/Z=2
A2A3=BA3=|z3—zz|=‘2+2i\/§—(3+i\/§)‘=‘—1+i\/§‘:‘1—i\/§‘=‘1+i\/§‘=2

AA, =AC=|z, -7 =‘2i\/§—(2+2i\/§)‘ |- =2

AA, =AA, =AA, =2
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Question 2.c.

Pour tout entier naturel n, ona:

Z,,—0= 1+i2\/§ z, +2—(1+ i\/§)

Et:
. 2
1+i\/§(z )= 1+|f( ( |f)) 1+|f (1+'\@)
2 " 2 2
=1+|\/§Zn_—2+2|\/_=1+|\/_Zn+1_i\@
2 2 2
On a hien :
Pour tout n entier naturel :
Zn+1—a)=1+|\/§(zn—a))
2
Question 2.d.

\/é inZ ona:1+'2\/§

1 Vs T .. T i
Comme —=c0s— et — =sin—, =C0S—+isin==e 3.
2 3 2 3 3

LT
1

Pour tout n entier naturel, onadonc: z,,,—w=e? (z,-w).
On en deduit immeédiatement :

Le point A, , est I"image du point A, par la rotation

de centre Q d’affixe @ =1+i+/3 et d’angle de mesure %

Question 2.e.

D’aprés la question précédente, pour tout n entier naturel, on a :

Z,s—w=2°(z.s—w)=e3xe’(z,,~ow)=e 3(7,,~)
e ne (2, - w) =€ (2,,- @) =€ (2, - @) =—(2,, - )
— e (2, 0)= e xe (2,,-0)=—€" 3 (2,,~w)
= e (2, )= (2, - @) =—€" (2, - )
=7, -
PanaMaths [5-6]

Juin 2012




On peut aussi adopter une approche plus géométrique en rappelant que composer une rotation
par elle-méme équivaut a considérer la rotation de méme centre et d’angle double. Ainsi,

A,., estI’image de A, par la rotation de centre Q et d’angle 2x%. Plus géneralement, pour

tout entier naturel k, A, ,, estI’image de A, par la rotation de centre Q et d’angle kx%.

Avec k =6, on en deduit que A, estI’image de A, par la rotation de centre Q et d’angle

n+6

6x% =2z . Or, cette rotation n’est rien d’autre que I’identité. Ainsi, on retrouve : A, =A, .

D’apreés le résultat que nous venons d’établir, il convient de raisonner modulo 6.
Ona 2012=2010+2=6x335+2.D’0l: 2012=2 6]

On en déduit immédiatement : A, =A, =B.

Pour tout entier naturel n, les points A,
Ap =A, =B.

et A, sont confondus.

Question 3.

On peut facilement montrer par récurrence que I’'ona: A

rotation conserve les distances.
On en déduit ainsi que pour tout entier naturel n,ona: A

A, =AA, =0A puisqu’une

n+1

A,=OA=la|=|2|=2

n+1

Pour tout entier naturel n: A, A, =2.

n+1
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