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Le probléme se compose de 2 parties.

Le sujet comporte 6 pages, y compris celle-ci.

Les calculatrices sont autorisées.

Dans le cas ou un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur typographique, il le signale tres
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit 'épreuve en conséquence. Si cela le conduit
a formuler une ou plusieurs hypothéses, il le mentionne explicitement.




Le probleme suivant est constitué de deux partiemdépendantes entre elles. Dans

chaque partie, on étudie un exemple classique de te probabilité continue a densité.

Dans tout le probléme, le plan est rapporté & paresorthonormdD:i ,j).

Premiere partie
Soit A un nombre réel non nul.

On consideére la fonctiofy : x > e ™ définie surR. Sa courbe représentative dans le repére

(O:i,]) est notée,.
A. 1. Etudier les variations de la fonctifnselon le signe dé.

2. Déterminer I'équation réduite de la tangehig a la courbe2, au point A d’abscisse,
aveca un nombre réel quelconque.

3. a.A l'aide de la calculatrice, conjecturer, selonifme de/ , la position de la courb®
par rapport a la tangentg , au point A.

b. Donner 'allure de la courb@; selon le signe da.

B. 1. Pour tout réela > 0, on noted, (a) I'aire sous la courb@, sur l'intervalle [O,a],
exprimée en unités d’aire.
a. Déterminer la valeur de, ().

b. Déterminer, si elle existe, la limite dig (a) lorsquea tend vers +o.
2. a.Justifier I'existence des écriturbs(a) = | ;’t f, ()t etdy (@) =| :thA (t)dt .

b. Calculer la valeur de chacune de ces deux ineggyral

c. En déduire leurs limites respectives lorsquend vers ¢ , si elles existent.



C. On dit qu’une fonctiori definie sur[0,+oo[ est une densité de probabilite :ﬁO,Hroo[si :
« pour tout réek de[0,+oo[, f (x) 2 0;

» la fonctionf est continue su[l0,+°°[ :

e lalimite lim foxf (t)dt existe et est égale a 1.

X — +0o

On définit alors une loi de probabilit® sur[0+o] de densitéf: pour tout intervalle
[a,b] inclus dang0,+<[, la probabilité de rintervalida,b] est P((ab]) = | :f (t)dt .
Une variable aléatoir&X a valeurs dang0,+«[ suit la loi de probabilité® si, pour tout

intervalle [a,b] inclus dango,+e[, P(a< X <b) =I:f (t)ct.

Dans la suite de cette partiz, A estun réel strictement positif et on considére la famc
@, x > Ae™ définie sur|0,+oo.
1.a.Déduire de ce qui précéde ggieest une densité de probabilité [ o] .
b.Soit X , une variable aléatoire qui suit la loi de prohbigbitie densitap, .

Reconnaitre la loi suivie pXr, .
2. a.0n appelle espérance de, le réel notéE(X ;) défini parE(X )= lim J'Oxt@ (t)ct.
X — +oo

Justifier I'existence de la limite péélente et donner une expression simpl(E@éA)

en fonction del.
b. Le temps d’attente en minutes a un standard tétéghe est une variable aléatoire
Y, qui suit une loi exponentielle de paramétre.'espérancé&(Y, )représente alors le temps
moyen d’attente a ce standard. Sachant que ce teropsn est de 5 minutes, déterminer la
probabilité d’attendre encore 5 minutes, sachala déja attendu 2 minutes.
3.0n appelle variance d¥ , le réel notéV/ (X, ) défini par :
V(x,)= lim [ t°g, Oat-[E(X,)].

Justifier I'existence de la limite précédente eed@iner une expression simple WX ,) en

fonction deA.



Deuxieme partie

SoitA un réel non nul, arbitrairement fixé.
On considere la fonctiow, : X = e* définie surR. Sa courbe représentative dans le
repére(O;i,j )est notéd , .
A. Dans cette partie A, plusieurs cas pourront étuesagés selon les valeurs du réel
1.Faire une étude de la fonctigy : parité, limites, variations.

2. a.Déterminer la dérivée seconde de la fonctign

On admet que la courbe représentative d’'une fondtideux fois dérivable traverse sa
tangente en un point A d’abscisse a si et seulesielat dérivée seconde de la fonction f
s’annule en a en changeant de signe.

b. La courbd , présente-t-elle des points ou elle traverse sgetae ?

c. Donner I'allure de la courbg, .

B. On considére les fonctior, : x — J.;e‘”tzdt etF: X J';e‘tzdt définies suRr.

1.a. Rappeler I'argument permettant de justifier laivdilité de la fonctionF, puis

donner I'expression d€&; x(, pour tout réex.
b. En déduire que, pour tout réelon a I'égalité :F, (x) :% FGAX).

2. Justifier que la fonctiofr; est impaire.
3. Etudier les variations de la fonctid, .

Dans la suite de la deuxieme partie, on se placesdacas oul est strictement positif.

4. a.Montrer que, pour tout réesupérieur ou égal alr, g,(t)<et.

b.Montrer que, pour tout réglsupérieur ou égal—/]Jé, F,(X) - F, (%) < Lfe‘tdt.
A

-1
En déduire que, pour tout realupérieur ou égal%, F,(X) < F, (;1) +e 1.
Pour tout entier naturel strictement positif, oteng = F, (n).

c. Prouver que la suitei{)n >, a une limite finie ent o, que I'on noteL,.

On admet que la fonctiok; admet également pour limite, lorsque x tend vers o,

De méme, on peut prouver quedémet une limite finie eno# notée L.



d. Quelle relation existe-t-il entre, etlL; ?

-1
e.Montrer que 0<L, -F, (;1) <e’.

f. On suppose dans cette question A]swe%.

Donner une valeur approchéelded e prés.
2

On admet dans la suite du probleme dye \/ZZT

2
g. Déterminer la valeur exacte dg .

C. On dit qu'une fonctioti définie suiR est une densité de probabilité Busi :
e pourtout réek, f(x)=0 ;

* |a fonctionf est continue SUr;

+ les limiteslim jxof (t)dt etlim onf (t)dt existent et sont finies, leur somme étant égale

al.
On définit alors une loi de probabiligsurR de densité : pour tout réeh, la probabilité de

lintervalle]- «,a] est P(]—oo,a]): lim J'Xaf (t)dt. Une variable aléatoirX a valeurs dans
X - —00

R suit la loi de probabilit® si, pour tout réed, P(X <a)= lim j x""f (t)ct.

X - —00
1 -¥
Soit la fonctiony/ : X > —=—=e 2, définie sumR.

N2m

1.a.Préciser la parité de la fonctigh.
b. Déduire de la partiB. que la fonction/ est une densité de probabilité sur

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de prob&bitle densitéy .
(La loi suivie par X est appelée loi normale centréguite qui est tres utilisée en statistique
et probabilités.)

2. On appelle espérance Hde reel notéE(X) défini par :

E(x)= Xlir[lm'[:tw(t)dt + Xlirl;lm'[;tw(t)dt .
Justifier 'existence des limites précédsriecalculeE(X).
3. a. En s’aidant de la partiB. précédente, justifier que pour tout réedupérieur a 2, la

probabilitéP (2 <X < a) est majorée parL e?.

N 2T
1

-—e?<P(0sX<2)<

b. En déduire qu !
2 Jar

puis déterminer un encadrement de la

N

probabilitéP (X < 2).



D. Lors de I'étude de la loi normale centrée rédud, il est utile de s'intéresser aux limites

de la forme lim Oxt”w(t)dt ou n est un entier naturel.

X — +00

2
_X
Pour tout entienatureln, on considére la fonctigy}, : X — X"e 2, définie sur [0, ¢ .

Pour tout réek positif, on pose alorg, (X) = I: Xn(Ddt.

1. Calculerb(x).
2.a.Montrer que, pour tout entier naturel supérieuégal a 2 et pour tout réepositif,

XZ

b,(¥) = -X""e 2 +(n-Dhby, ,(x).
b. En déduire que, pour tout entier naturel supéreeuegal a 2, X )a une limite finie

quandx tend vers 4o, notéeB;.
c. Montrer que, pour tout entiersupérieur ou égal a B, = (n — 1) By—».

d. Donner les valeurs dg&;, B,, B3 etB,.

3.a.Montrer que, pour tout entier natukglon aBy1 = 2¥k! et B, = ("2"k1€< N2

3.b. En déduire la valeur d¢im Oxtnzﬂ(t)dt en fonction den.

X — +oo
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