Déterminer :

j x(arctan(x))2 dx

Analyse
La fonction arctan est définie et continue sur R, elle est donc integrable sur cet intervalle.

Nous pouvons procéder a une intégration par parties. L’objectif, avec cette approche est de
faire apparaitre la dérivée de arctan(x) qui nous est (au moins un peu !) familiere et de faire

disparaitre le carré sous le signe somme.

Dans ce qui suit, nous développons cette approche.

Résolution

Nous effectuons une intégrations par parties en posant : f (x) = (arctan(x))2 et g'(x)=x.
arctan(x) o

Onaalors: f'(x)=
) 1+ x°

. - 1 .
t ... nous realisons que considérer g(x) :EXZ est un choix
probablement rapide ! En effet, les primitives de g'(x) = x s’écrivent : J'%xdx =%x2 +k.En

choisissant alors k = % le produit f '(x)g(x) va s’en trouver significativement simplifié (ceci
étant, nous expliciterons également cette intégration par parties dans le cas du choix
1

g(x) =%x2 ...). On choisit donc : g(x) ZE(XZ +1). Onaalors :

j x(arctan(x) )’ dx = f (x)g(x) - j f'(x)g(x)dx

:%(xz +1)(arctan(x))2 —%J.(x2 +1)261Lan(x)dx

x*+1
1,, 2
= E(x +1)(arctan(x)) —jarctan(x)dx
Pour un traitement détaillé du calcul de jarctan(x)dx, on pourra se reporter a I’exercice

correspondant. Nous en redonnons ci-apres I’essentiel.
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On effectue une intégration par parties en posant u(x) =arctan(x) et v'(x)=1.On aalors :

j arctan(x)dx = u(x)v(x) - j u'(x)v(x)dx

= xarctan(x)—j 2X 1dx
X+

1
=xarctan(x)—==In(x*+1)+C
(x) > ( )

= xarctan(x) —In (\/x2 +1) +C

ou C est une constante réelle quelconque.

On en tire alors finalement :

J'x(arctan(x))z dx = %(x2 Jrl)(arctan(x))2 — xarctan(x) +In (\/x2 +1) +K

Et si nous avions mené I’intégration par parties avec g(x) = EXZ ?

Nous aurions eu :

j x(arctan(x) ) dx = f (x)g(x) - j f'(x)g(x)dx
21, 2 1 ,2arctan(x)
=5 x* (arctan(x)) 2J.X e dx
= %xz (arctan(x))2 - I%arctan(x)dx

2

- ; (arCtan(X) jarctan(x)dx + J'M dx

J-—arctzan(lx) dx est de la forme I?'(X)q)(x)dx, avec ¢(x) =arctan(x), qui s’integre en
X +

—go 2(x)+C.Onadonc: _[de—l(

5 arctan(x))2 +C, soit, en ne faisant pas apparaitre

Ia constante C puisqu’il reste un calcul de primitives a mener :

I X (arctan(x))2 dx = 1 X2 (arctan(x))2 ; (arctan(x) J'arctan(x)dx

=;( ?+1)(arctan(x))’ - [ arctan(x)dx

On est ainsi ramené a la méme étape intermédiaire ... mais via quelques calculs
supplémentaires.
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Résultat final

_[x(arctan(x))z dx = %(x2 +1)(arctan(x))2 —xarctan(x) +In (\/x2 +1)+ K

ou K est une constante réelle quelconque.
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