Soit la fonction f définie sur R par :

VxeR, f(x):X2+2

1. La fonction f admet-elle des primitives sur R (on justifiera

soigneusement la réponse) ?

On note F la primitive de f sur R vérifiant F(ﬁjz%.

On définit alors la fonction g sur | = |——*_ : —”_| par:
J } 242 2@{ P

vxel,g(x)= F(\/?tan(\/?xn

2. La fonction g est-elle dérivable sur | (on justifiera soigneusement la
réponse) ?

3. Montrer que I’on a, pour tout x de 1 : g'(x)=1.

4. Déduire de ce qui précede I’expression de g(x) pour tout x de I.

Analyse

Un exercice qui méle les variations sur le theme (majeur ici) du calcul de primitives et celui
(moins important mais ...) de la dérivation. La structure générale en est classique : on propose
une fonction, simple, dont les primitives ne sont pas connues en Terminale S puis on la
compose avec une autre fonction simple de sorte que la dérivée de la composeée soit ... tres
simple et permette une intégration !

Résolution

1. La fonction f est une fonction rationnelle. Elle est donc continue sur tout intervalle de son
domaine de définition, en particulier sur R . Puisque la fonction f est continue sur R, on
en déduit :

PanaMaths Novembre 2010




f admet des primitives sur R .

2. Lafonction g est la composée sur | de la fonction x J2tan (\/Ex) et de la fonction F.
a. Lafonction x i~ +/2tan (\/Ex) est dérivable sur I comme composée de :
1. Lafonction x> +/2x linéaire, dérivable sur IR et, a fortiori, sur I,

/A
et prenant ses valeurs dans }E;E[ .

2. Lafonction tangente dérivable sur }—%%[ et prenant ses valeurs

dans R.

3. Lafonction X > ~/2x dérivable sur R et prenant ses valeurs dans
R.
b. La fonction F, dérivable sur R .

De ce qui précéde, on déduit :

\ La fonction g est dérivable sur 1.

3. Pourtoutxdel,ona:

9'(x)= ﬁXﬁx(Htanz (ﬁx))x (\/Etan (\1@())2 +2

=2x(1+tan? X L
=2 (l tan (ﬁx)) 2tan2(\/§x)+2

2 1 1
~2x(L+tan (ﬁx))x;xm

B 1+tan2(x/§x)
 tan? (\/Ex) +1

=1

R

4. D’apres la question précédente, on peut écrire g(x)=x+C ou C est une constante réelle

a déterminer. C’est la condition F (\/5) =z qui va nous permettre de le faire.
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Commeona: Vxel, g(x)=F (\/Etan(\/zx)) , hous cherchons un réel x dans

T T
———:—— telque: tan J2x)=1.
} 22 zﬁ[ q (V2x)
On a immédiatement :
tan(v2x) =1 V2x =L 1kz, keZ o x=—"—+kZ keZ
(V2x] 1 INZRRN)

Alors :
L+kie}_ 7.zl _ & 1 _ 7T
a2 2] 22 22l T 2 a2 V2 22

<:>—£<£+k7r<£<:>k=0
2 4 2

Finalement, avec x =——, il vient :

42
o o7 2(5 ) F (255

. T T
Mais on a également : — |=——=+C.
’ 9(4\@] 42

On tire de ce qui précéde : T _ic="

a2 32
32 42 1202

Il vient: C =

Finalement :

VX e

[ s
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