Déterminer :
dx

x4 (x3 +1)2

Analyse

La fonction & intégrer est une fonction rationnelle. On commence donc par déterminer les
intervalles d’intégrabilité en déterminant les p6les de cette fonction. On peut alors effectuer,
classiqguement, une décomposition en eéléments simples mais en y regardant de plus pres, un
changement de variable permet d’aller plus vite ...

Résolution

Ona x‘=0<x=0.
Par ailleurs : (X’ +1)2 =0 x*+1=0< (x+1)(x* =x+1)=0< x+1=0 (le trindme
x* —x+1 ne s’annule pas dans R).

A : : 1
Les pdles de la fonction rationnelle X = ———— sont donc -1 et 0.
4 3
X (x°+1)

Les intervalles d’intégrabilité sont donc : ]—oo; —1[, ]-1;0[ et J0; +oof .
On travaille donc désormais sur I’'un quelconque de ces intervalles, note I.

1 . . < e . 1
Le facteur — nous fait penser, a une facteur pres, a la dérivée de la fonction X > —-.
X X

1 dx
Ona: d(?j:_g’F

Pour tout x réel dans I, on a ensuite :

1 1 1
X > = =

4 3 2 2 2
X (x*+1) X4(X3(1+13D x4xx6x(1+13j
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Douf . = :__I
(X+) xxxx(1+xj (j(

On effectue alors naturellement le changement de variable u =—

IX(X—HZ"I( j( ] [_]Z

X

Il vient :

u? C(1+u)-2u-1 N TR N
I(1+u)2 du_j (1+u)2 ‘ _I[l (1+u)zjd

2u+1 a b
2= + 2"
(1+u)” 1+u (1+u)
On obtient facilement (par exemple en réduisant au méme dénominateur puis en identifiant les

deux expressions) : 2u+l = 2 1 > Alors :

(1+ u)2 1+u (1+u)

I(1+u)d _I[ fi:lJ _J.{ 1+u 1+u) Jdu u-— 2In|1+u|_Tu+C

En revenant a la variable initiale :

On a la décomposition en éléments simples :

jiﬁ—l L oompet e b 2 A X e
x4(x3+1) 3% X 1+i 3x* 3 x| 3x*+1
X3
ou C est une constante réelle quelconque.
Résultat final
3
I dx 2:—i3+zln1+i3+1 ;( +C
X (X3+1) 3X 3 X 3X +1

ou C est une constante réelle quelconque.
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