On consideére la fonction ¢ définie sur Jl; +oo[ par :

> w e

go(x):z(x—l)—xln X

Déterminer les limites de ¢ en 1 a droite et en +w.

Etudier les variations de .

Dresser le tableau de variation de .

Démontrer que ¢ s’annule pour une unique valeur, notée «, sur
}1; +oo[.

Démontrer que I’on a : e<a <e? ; donner un encadrement de o
d’amplitude10—2.

Donner, sans justification, le signe de ¢ sur }1; +oo[.

On considére maintenant la fonction f définie sur }1; +oo[ par :

f(x)=x01

On note & sa courbe représentative dans un repere orthonormal.

Déterminer la limite de f en 1 a droite (faire apparaitre le rapport
Inx—Inl
x—1

obtenu.
Déterminer la limite de f en +oo (factoriser par x et changer de
variable) et préciser la position de & par rapport a I’asymptote T.

...) et donner une interprétation graphique du résultat

Montrer que pour tout réel x strictement supérieura 1, ona:

3
f '(X):%x—¢(x)3 X
2

(x-1
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10. Deduire des questions 6 et 8 le sens de variation de la fonction f
sur ]1; +oo[.

6Va—1
11. Montrer que : f(a)=e @ .

12. Tracer T et &, .

Analyse

Le logarithme népérien et I’exponentielle au programme ! Une étude variée qui passe en
revue de nombreuses notions du programme de Terminale. La présence de la valeur absolue
ne pose pas de difficulté insurmontable ...

Résolution
Question 1.

Comme Ixim[z(x—l)]: 2x0=0 et lim(xInx)=1x0=0, il vient (différence) :

x>1 x>1

On a également : lim [2(x—1)]= lim 2x =+
X—>+00 X—>+o0
Comme lim Inx=+o0, ona (produit) : lim (xInx)=+o.
X—>+00 X—>+00

Nous avons donc ici affaire & une forme indéterminée du type « co—oo ».
On a, x étant non nul sur I’intervalle J1; +oof :

p(x)= X(ZX—_l—In xj

X

Or,ona: lim (ZX—_lj: lim (25}2.

X—>+00 X X—>+30 X

On en déduit (différence) : lim (ZXT_l— In x] =—oo puis (produit) :

X—>+0

lim ¢(x) =—o

X—>+00
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Conclusion :

Ixii?gp(x) =0 et XILTO(”(X) =—©

Question 2.

La fonction x> 2(x—1) est dérivable sur IR , et a fortiori sur J1; +oo[, en tant que fonction
polynéme.

La fonction x — xInx est dérivable sur ]1; +oo[ en tant que produit de deux fonctions

dérivables sur cet intervalle (la fonction identité et la fonction logarithme népérien, dérivable
sur R, etdonc sur Ji;+oo[).

La fonction ¢ est donc dérivable sur ]1; + oo[ comme différence deux fonctions dérivables sur
cet intervalle.

Pour tout réel x de I’intervalle ]1; + oo[ ,onaalors:

¢'(x)=2-1xIn x—x><1=1—|nx
X

On a alors, en tenant compte de Ine =1 et du fait que la fonction logarithme népérien est
strictement croissante sur R, :

o Vxell;e[, ¢'(x)>0.
o ¢'(e)=0.

) VXe]e;Jroo[, go'(x)<0.

Conclusion :

La fonction ¢ est strictement croissante sur ]1; e] et strictement décroissante sur [e ; +oo[ .

Question 3.

Pour pouvoir dresser le tableau de variation de la fonction ¢ , il nous reste a évaluer : ¢(e).

Ona: p(e)=2(e—1)-elne=2e-2-e=e-2.
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Onaalors:

1 e +00
o'(x) | || + 0 _
e-2
®
0 —00
Question 4.

La fonction ¢ est continue (comme fonction dérivable) et strictement croissante (c.f. la
question précédente) sur I’intervalle ]1;e].

Par ailleurs, ona: IXiL?gp(x):O et p(e)=e-2.
On en déduit: vxe[1;e], p(x)e]0;e-2].
La fonction ¢ ne s’annule donc pas sur I’intervalle [1;e].

La fonction ¢ est continue (c.f. ci-dessus fonction dérivable) et strictement décroissante (c.f.
la question précédente) sur I’intervalle [e ; +oo[ .

Par ailleurs,ona: p(e)=e—2 et lim ¢(x)=—.
Or, 0e ]—oo ;e— 2] , le théoreme des valeurs intermédiaires nous permet alors de conclure que
I’équation ¢(x) =0 admet une solution unique dans I’intervalle Je; +oof .

Conclusion :

La fonction ¢ s’annule pour une unique valeur « dans I’intervalle ]e ; +oo[ :

Question 5.

A la question 3. onacalculé : p(e)=e-2>0.

Par ailleurs, ona: o(e?)=2(e’ —1)-€’Ine” = 26’ —2—-2¢* =-2<0.
Onadonc: ¢(e)>0>gp(e?), soit: p(e)>gp(a)>p(e’).

Or, la fonction ¢ est strictement décroissante sur Iintervalle [e; +oo| .

On en déduit alors ;: e < <€?.

e<a<e’
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En tabulant la fonction ¢ & partir de 3 avec un pas de 1, on obtient : ¢(4)>0 et ¢(5)<0.
D’ou: 4<a<5.

En tabulant alors la fonction ¢ & partir de 4 avec un pas de 0,1, on obtient : ¢(4,9)>0 et
¢(5)<0.D’o0: 4,9<a<5.

En tabulant enfin la fonction ¢ a partir de 4,9 avec un pas de 0,01, on obtient : ¢(4,92)>0 et
¢(4,93)<0.D’ou: 4,92<a <4,93.

4,92 <a<4,93
Question 6.
X 1 a +00
o (x) + 0 -
Question 7.

Pour tout réel x strictement supérieur a 1, on a :

3
— 3Inx In x Inx—=Inl
f(x)=x¥*1 =ex =exp| 3——=+/x—-1 |=exp| 3———=+/x-1
(x) p(«/X—lJ p( x-1 ] p( x-1 J

Orona: Iirqwz In'(1)=%=1 et Iirrln/x—1=0.
X—. X— X—.
x>1

. Inx—Inl . . . 3Inx
D’ou: lim| 3—————=+/x-1 | =0 et finalement (composition) : limex =1.
x—»l( X-=1 ] ( p ) x—1 p(,lx_l]

x>1 x>1

IXiL?f(x)zl

Graphiquement :

La courbe représentative &; de la fonction f admet un point limite de coordonnées (1;1).
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Question 8.

On a, x étant non nul sur I’intervalle ]1; +oo[ :

3
f(x):xm:exp(—mnxj:exp _ 8hhx =exp
5

ona: lim+/Xx =+ et (croissance comparée) : I|m Isz 0.
On en déduit (composition) : lim —— In+x =0.
X—>+o0 \/_
Par ailleurs : lim (1—1j=1. Donc (composition) : lim /1—— let lim——
X—>+00 X X—>+00 X—>+w0
1_f
On en deduit alors : lim GxMx ! =0 et finalement (composition) :
X—>+00 \/; 1
1-=
V' x
lim exp GxMxL =1.
X—>+00 \/; 1
1-=
X
lim f(x)=1

X—>+00

Graphiquement, la courbe représentative #; de la fonction f admet en +o0 une asymptote

horizontale T d’équation y =1. Pour préciser leur position respective, nous étudions le signe
de la différence : f(x)-1.

3
Pour tout x réel de intervalle J1;+oo[, ona: f(x)-1=x"" —1=exp( 3Inx j—l.

Vx-1
Comme x est strictement supérieur a 1, nous avons 3inx. >0 et exp( 3inx j >1
’ Vx-1 Vx-1 '

On en déduit finalement que la courbe & est située au-dessus de T.

La courbe représentative #; de la fonction f admet en +co une asymptote horizontale T
d’équation y =1 et est située au-dessus de T.
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Question 9.

3Inx

Jx-1
fonctions dérivables sur cet intervalle. La fonction exponentielle étant dérivable sur R, on en
déduit finalement que la fonction f est dérivable sur ]1; + oo[ .

La fonction x — est dérivable sur I’intervalle ]1; + oo[ comme rapport de deux

3Inx

Ix-1

1
Pour tout réel x strictement supérieur a 1, la dérivée de la fonction x — =3Inx(x-1)2

est la fonction :

XH3£(X—1);+3Inx(_%](x—l);l= 3 Sinx :32(x—1)—xlnx:§ (%)
X(

X 1 3 E 3
x-1)2  2(x-1) 2x(x-1)2 x(x-1)2
Il vient alors :
3 3
TR EUNWEL AR U I RO
2x(x—l)i x-1 2x(x—1)2 2(x—1)5
3
vxell;+oof, f'( ):g ¢(X)3 )b
2 2
(x-1)2
Question 10.

3 I
Pour tout réel x strictement supérieur a1, ona: (x—-1)2 >0 et x¥** >0. On déduit alors de

la question précédente que le signe de f '(x) est identique a celui de ¢(x).

La question 6 nous permet alors de conclure :

e Sixell;af,ona: ¢(x)>0 etdonc f'(x)>0.
o ¢(a)=f(a)=0.

e Sixela;+o[,ona: ¢(x)<0 etdonc f'(x)<0.

Finalement :

La fonction f est strictement croissante sur I’intervalle ]1; a]

et strictement décroissante sur I’intervalle [a T+ oo[ )
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Question 11.

3Ina
\/a—l.

Or, p(a)=0 équivauta: 2(a—-1)-alna=0.

Ona: f(a)=exp

) 2(a-1
Il vientalors: Ina = ( ) et donc : =

Ainsi : f(o:)zexp\/_lzeXp(gx2 a_llzexp[
o — a (94

Question 12.

3
Représentation graphique de la fonction f : x— x> et de I"asymptote T d’équation y =1.
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