On considere la fonction f définie par :
3
1
—In X"+
f(x) x?+1

On note " sa courbe représentative dans un repere orthonormal (unité

graphique : 4 cm).
Partie A

1. En remarquant que —1 est solution de I’équation x®+1=0, factoriser x*+1
et montrer que I’ensemble de définition -, de la fonction f'est I’intervalle :

A
]—1;+oo[.

2. Déterminer la limite de la fonction fen —1 a droite et interpréter
graphiquement le résultat obtenu.

3. a. Déterminer la limite de la fonction f'en +oo.

b. Montrer que Iirno[f(x)— In x} =0. Les courbes représentatives de la

fonction f'et de la fonction logarithme népérien sont donc asymptotes.
Préciser leur position relative en étudiant le signe de A(x)= f(x)—Inx

sur R’,..

4. a. Justifier que la fonction f'est dérivable sur ﬁ]’,

b. Montrer que I’on a, pour tout réel x de ,Qf ;
' x(x3+3x—2)

£(x)-
= e n)

c. Etudier les variations de la fonction g: x> x®+3x-2 sur ﬁ]’, et montrer

que g s’annule pour une unique valeur « . En donner un encadrement
d’amplitude 1072,

d. Déduire de la question précédente le signe de f"(x) puis donner le
tableau de variation de f.

5. Montrer que Z; coupe I’axe des abscisses en deux points et donner pour
chacun d’eux une équation de la tangente a ;.
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6. En vous aidant des questions 4.d. et 5. donner le signe de f.

7. Tracer £, (on fera également apparaitre les divers éléments graphiques mis
en évidence dans I’€tude precedente, ces éléments facilitant le tracé de ;).

Partie B
On considere maintenant la fonction ¢ définie par :
@=fcexp

1. Preciser I’ensemble de définition .7, de la fonction ¢.
2. Déterminer |_i)l’pw(p(x) et interpréter graphiquement le résultat obtenu.
3. Déterminer xlirpw¢(x). Montrer que la droite &/ d’équation y=x est

asymptote a la courbe representative 7, de la fonction ¢. Préciser la position
relative de 7, etde .

4. Etudier les variations de la fonction ¢ et montrer qu’elle admet un minimum
globalen g=Inc.

Analyse

Une fonction rationnelle, la fonction logarithme népérien et I’exponentielle au programme !
Une étude variée qui passe en revue de nombreuses notions du programme de Terminale S.
L’essentiel de la premiere partie est I’étude du signe de la dérivée de la fonction proposee,
étude qui revient a celle du signe d’une fonction polyndme du 3°™ degré. Dans le seconde
partie, on compose I’exponentielle avec la fonction initiale. L étude des variations ne requiert
pas de dériver a nouveau ...

Résolution
Partie A
Question 1.

—1 étant solution de I’équation x*+1=0, on peut factoriser x* +1 par x+1. Comme le
coefficient de « x* » et le terme constant sont égaux a 1, cette factorisation est de la forme :

x® +1=(x+1)(x2 +ax+1)
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Pour tout x réel, on a:

(x+l)(x2+ax+l)=x3+ax2 +x+x° +ax+1:x3+(a+1)x2+(a+1)x+1

Par identification, on obtient immédiatement : ¢ +1=0, soit: a=-1.

Finalement :
x3+1=(x+1)(x2—x+1)
X+l (x+1)(x2—x+1)
Ona: xe%@ —>0 . >0.
x“+1 x“+1

Or, pour tout x réel, ona: x* >0 etdonc x*+1>1>0.
Par ailleurs, le discriminant associé au trindme x*—x+1 vaut : (—1)4 —4x1x1=-3. Puisqu’il

est strictement négatif, le trindme x> —x+1 garde un signe constant sur R, celui du
coefficient de « x* », quivaut 1. Onadonc: VxeR, x> —x+1>0.
En définitive, on a :

¥ +1 (x+1)(x2—x+1)

xeagfy@ —>0 . >0 x+1>0=x>-1
x“+1 x“+1

@gfy=]—l;+oo[

Question 2.

o \ o (xD) (P ex)
On a immeédiatement d’apres ce qui précede : lim —— = lim 5 =0"
sl oo i+l

Par ailleurs : limInx =—o0.
x—0

x>0

3
T . . x*+1
Par composition, il vient alors : lim /(x)=limIn—5—=-co.
x—>-1 x—>-1 X +1
x>-1 x>-1
lim f(x)=—o
x%—lf( )

x>-1

La courbe représentative %? de la fonction fadmet une asymptote verticale d’équation :

x=-1.

Question 3.a.

3 3
) .ox+1 . x .
On acette fois : lim ———= lim —-= lim x = +o0.

x40 x4 x40 x X—>+00

Par ailleurs : lim Inx =400

X—>+00
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x4l

Par composition, il vientalors : lim f(x)= lim In= 1=+
X—>+00 X—>+00 X +
lim f(x)=+oo
Question 3.b.
Pour tout réel x strictement positif, on a :
¥ +1
3 3 3
+1 2 +1 +1
f(x)—lnx:lnx2 “Inx=InX*l_p xz =Inx3
x“+1 X x(x +1) x“+x
3 3
. +1 . .
Ona: lim x3 = lim x—3= lim1l=1.
X—>+00 X +x X—>+00 X X—>+o0

Par ailleurs (continuité de la fonction Inen 1) : Iin] Inx=In1=0.

3
Par composition, il vient alors : lim [ f(x)—Inx]= lim Inxfﬂzo.
X—>+0 X—>+0 x(x +1)

lim [ f(x)-Inx]=0

X—>+0

X +1

Etudier le signe de A(x)= f(x)—Inx sur R’ équivaut a étudier celui de In—5—= sur R .
X +Xx
. X+l
Onadabord, sur R, : —— =l +l=x"+x < x=1.
X +Xx

La fonction In étant strictement croissante sur IR’ , on en tire immédiatement :

e Pour tout réel x dans ]0;1], A(x)<0 : la courbe représentative Z? de la fonction f'est

située sous celle de la fonction In.
e Pour x=1, A(x)=0 : lacourbe représentative Z de la fonction f'coupe celle de la

fonction In.
e Pour x>1, A(x)>0 :lacourbe représentative £, de la fonction fest située au-dessus de

celle de la fonction In.

Question 4.a.

X +1

x?2+1

tout intervalle de R, en particulier sur ,Z =]-1;+0 .

La fonction x — est une fonction rationnelle définie sur R . Elle est donc dérivable sur
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X +1
x2+

Par ailleurs,ona: VxeR, x e 7 =]-1;+0[ &

X +1
x*+1

logarithme népérien est dérivable sur R, on en déduit finalement :

X

prend des valeurs strictement positives sur ,Z =]-1;+0o0[ . Comme

1 >0 (cf. la question 1.). La fonction

la fonction

La fonction fest dérivable sur son ensemble de définition.

Question 4.b.

X +1

x+1

3x? (x2 +1)—2x(x3 +1) x(3x3 +3x—2x° —2) x(x3 +3x—2)

La dérivée de la fonction x —~

est la fonction définie par :

TRy () (ee)

On en déduit alors, pour tout x de Z :
x(x3+3x—2)
2 2 3 B 3 _
f'(x)= ();34;11) zx(x 2+3x2 Z)X)i +1= x(zx +3x3 2)
(x +1) x°+1 (x +1)(x +1)
x2+1

x(x*+3x-2
Vxe%,f’(x)zw

Question 4.c.

Considérons la fonction polynéme g : x — x° +3x —2 définie sur .,Zf .

g est dérivable sur ,Z en tant que fonction polyndme et on a immédiatement :

g':xl—>3xz+3=3(x2 +1)

Pour tout x réel dans ,Z ,ona: x>>0,dou: 3(x2 +1)23> 0. On en déduit

immédiatement que la fonction g est strictement croissante sur DZ .

La fonction g :x > x*+3x—2 est strictement croissante sur agf .

La fonction g est continue sur ,Qf en tant que fonction polyndme.
On vient de voir qu’elle y est strictement croissante.
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g(—l)z(—1)3+3><(—1)—2=—1—3—2=—6 et lim g(x)=lim (x3+3x—2)= lim x° = +o0.

Comme 0e[-6;+oo , on déduit de ce qui précede, d’apres le théoréme de bijection, que
I’équation g (x)=0 admet une solution unique ¢ sur I’intervalle Z; = -1;+00 .

En tabulant g avec :

e unpasdel,onobtient: O<a<1.

e Puisunpasde 10", on obtient: 0,5<a <0,6.

e Puis un pas de 10, on obtient : 0,59 < & < 0,60.

L’équation g(x)=0 admet une solution unique « sur I"intervalle ,ZZ =]-1;+oo[ etona:
0,59<a<0,60

Question 4.d.

Ona:

X +1)(x3 +1) (xz +1)(x

‘v’xe,yf,f'(x)z(x(zx +3x—2) xg(x

W |—

+1)

En tenant compte du fait que I'ona: Vxe 7, x*+1>0 et x*+1>0, le signe de f'(x) sur

-Z; estdonc celui du produit : xg(x).

D’apres la question précédente, la fonction g est strictement croissante sur % et s’annule
pour une unique valeur « sur cet intervalle. On en déduit immédiatement :

e Sixe]-l;af,ona: g(x)<0.

e Six=a,ona: g(x)=0.

e Six>a,ona g(x)>0.

On a alors le tableau de signes :

X -1 — 0 + a + +00
g(x) — - +
xg(x) + 0 - 0 +

Les éléments obtenus aux questions précédentes nous permettent de dresser le tableau de
variations de la fonction f. On doit simplement calculer f(O) :
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0°+1
£(0)=In o 1=In1=0

+
X -1 0 o +o0
r(x) + 0 - 0 +
0 +a0
; / \ /
—o f{a)
Question 5.

L’abscisse x d’un point d’intersection de la courbe représentative Zj de la fonction fet de

3
Iaxe des abscisses vérifie : f(x)=0, c'est-a-dire : In x2 +1 =0.
x°+
Ona:
41 41
Vxeagf,lnxz—Jrl=O<:>x2+1=1<:>x3=x2<:>x2(x—1)=0<:>x=OOUx=1
x’ + x*+

On a vu a la question précédente que I’on avait: f(0)=/'(0)=0. Au point (0;0), la
courbe représentative Z de la fonction fadmet donc une tangente horizontale d’équation :

y=0.

1x(1®+3x1-2
(2 5 )= 2 =£.Au point (1;0), la courbe
(P+1)(r°+1) 2x2 2
représentative Z? de la fonction fadmet donc une tangente d’équation :
1 1 1

y:E(x_l)+O:§x_E'

Par ailleurs, on a f'(1)=

La courbe représentative Z de la fonction f'coupe I’axe des abscisses aux points (0;0) et

(0;1). Elle y admet des tangentes ayant pour équations respectivement: y =0 et y = %x 1

2
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Question 6.

D’apres la question précédente, la fonction f's’annule pour x=0 et x =1.

Sur Iintervalle ]-1; 0], la fonction fest strictement croissante et on a donc :
f(x)< f(0)=0. La fonction fprend des valeurs négatives sur I'intervalle |-1;0].

Sur Iintervalle [0; «], la fonction fest strictement décroissante et on a donc :
f(x)< f(0)=0. La fonction fprend des valeurs négatives sur I'intervalle [0; «].

Sur intervalle [« ;1], la fonction fest strictement croissante et on adonc : f(x)< f(1)=0.
La fonction f'prend des valeurs négatives sur I’intervalle [a ;1] .

Sur Iintervalle [1; + o[, la fonction fest strictement croissante et on a donc :
f(x)= f(1)=0. Lafonction fprend des valeurs positives sur I"intervalle [« ;1].

e Pour tout réel x de I’ensemble ]-1;1[\{0},ona: f(x)<0.
e Pour tout réel x dans I’intervalle J1;+oo[,0ona: f(x)>0.

e f(0)=r(1)=0.

Question 7.
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Partie B
Question 1.

Pour tout x réel, ona: exp(x)=e*>0.0r,ona: R, < ]-1;+oo[. On en déduit que I’on peut
calculer (f oexp)(x)=/(exp(x)) pour tout x réel.

=R

4

Question 2.

Ona: lime" =0 et, lafonction fétant continue en 0 : Iirrgf(x) = f(0)=0.

X—>—0

On en déduit (composition) :

lim ¢(x)=0

xX——%0

La courbe représentative % de la fonction ¢ admet une asymptote horizontale d’équation :
y=0.

Question 3.

Ona: lime" =+ et lim f(x)=+wo.

X—>+00 X—>+00

On en déduit (composition) :

lim ¢(x) =+

X—>+00

On s’intéresse maintenant & : lim [ p(x)—x].

X—>+0

Pour tout x réel, on a :
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Ona: lim (—2x)= lim (—3x)=—oo. Par ailleurs : lime* =0.

X—>+0 X—>+0 X—>—0

On en déduit (composition) : lim e = lim ¢ =0 puis (somme et rapport) :

1+e™

lim -

x—>+0] 4 e
limInx =In1=0. Finalement (composition) :

x—1

=1. La continuité du logarithme népérien en 1 nous donne alors :

—3x
l+e 0

lim [ @(x)-x]= lim In

X—>+00 x40 4 e—2x

D’ou :

Ladroite 7 d’équation y =x est asymptote a la courbe représentative % de la fonction ¢
en +o.

Pour étudier la position relative de &, etde 7, on étudie le signe de ¢(x)—x sur R.

Ona:
e +1 e +1 .
p(x)-x=In—-x=In———-Ine
e +1 e +1
e +1 e +1
=In—— =In———
e (e +l) e’ +e
3x 3x
e’ +1 e’ +1
Ona: ¢(x)-x=0=Ih—=0c— x=1<:>e3x+1=e3x+ex<:>1=ex<:>x=0.
e’ +e e’ +e
3x 3x
. e’ +1 e’ +1 . v .
Puis p(x)-x>0eih——>0 ——>lo e’ +1>e¥ +e' ©l>e < x<0.
e +e e +e

En définitive :

e Six eststrictement négatif, ona: ¢(x)—x>0. La courbe représentative % de la
fonction ¢ est située sous la droite & .

e Sixestnul,ona: ¢)(x)—x =0. La courbe représentative % de la fonction ¢ coupe la
droite .

e Sixeststrictement positif, ona: ¢(x)-x<0. La courbe représentative &, de la
fonction ¢ est située au-dessus de la droite & .

Question 4.

Pour étudier les variations de ¢, nous pouvons en établir la dérivabilité, en calculer la dérivée
et étudier le signe de cette derniere. On peut aussi s’affranchir de ce calcul et de cette étude en
notant que la fonction exponentielle est strictement croissante sur R . Puisqu’elle prend des

valeurs strictement positive, on note immédiatement que les variations de ¢ coincideront avec
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celle de fsur Iintervalle R, . Or, d’aprés la question 4.d. de la partie A, nous pouvons
affirmer que la fonction fest :

e strictement décroissante sur I’intervalle ]0 : a].

e strictement croissante sur I’intervalle [a : +oo[.

On se demande alors pour quelles valeurs de x ona: exp(x)€]0; «].
Ona:

exp(x)e]0;a]e e <aex<Ina

D’ou :

La fonction gest :

e strictement décroissante sur I’intervalle ]—oo; In a] )

e strictement croissante sur I’intervalle [In a+ oo[ )

Il en découle immédiatement que la fonction ¢ admet un minimum globalen f=In«.

A titre de complément, nous fournissons une nouvelle figure ou nous avons fait apparaitre la
fonction g et I’asymptote & .

1.84
1.61

1.4+ D3X

¥
o(x)=1In P
0 +1

1.24

0.81

0.44

0.21

-0.2 1
0.41
-0.6 1
0.8
¥ = In(x)
-1.29

3 -1.41
P!

y=in
’ 2
X +1 -1.61

-1.81
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