Montrer que I’'on a :
X

[In(In(t))dt ~ xIn(Inx)

e

Analyse

On peut facilement transformer I’intégrale grace a une intégration par parties...

Résolution

Dans ce qui suit, on travaille sur I’intervalle [e ; +oo] :

-l

. e 1
Onpose u(t)=In(In(t)) qui admet pour dérivée u'(t)=——=
Par ailleurs, la fonction constante qui prend la valeur 1 admet comme primitive sur
I’intervalle considéreé la fonction identité (par exemple). Il vient donc, en intégrant par
parties :

X N X 1

J'In(ln(t))dt =[t>< In(ln(t))]e —!txmdt

= xIn(ln(x))—eln(ln(e))—j'ln—lt)dt
1

Pour x >e,onaalors :

. -
!In(ln(t))dt_ '!(t)dt
(

In
xIn(In(x)) _1_xln(ln

<1.

Pour tout réel x dans [e;+],ona: In(t)>In(e)=1 et donc 0< Intt)

X

On en déduit alors : 0 sj

dtsjlxdtzx—e.

1
In(t)
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Comme lim In(x) = +o0, il vient (composition) : lim In(ln(x)):+oo.
X—>+0

X—>+00

. . . . . X—e . X
On a par ailleurs (limite d’une fonction rationnelle) : lim —— = lim —=1.

X—>+00 X X—>+00 X

—Iim[x_ex 1 leszO.

x In(In(x))

. - i -
A duit) - I
insi (produit) : S XIn(In ()

i 1

L ) ) n(t

Le théoreme d’encadrement nous permet finalement de conclure : lim I (I )
X—>+00 X n

j'ln(ln(t))dt jidt
Il vientalors: lim&+——F— = 1lim|1--¢

In(t)
X400 X|n(|n(x)) X—>+o0 xln(ln(x))

=1-0=1, c’est-a-dire :

X

[In(In(t))dt ~ xIn(In(x))

~+o0
e

Résultat final

X

[In(In(t))dt ~ xIn(In(x))

~+o0
e
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