Etude des points stationnaires de la courbe parametrée :

X(t)= (1+ coszt) sint

Tyt
! 4 )y(t)zsinztcost

Analyse

Il s’agit d’une courbe paramétrée définie en coordonnées cartésiennes.
Dans ce qui suit, nous désignerons par I" la courbe représentative du graphe de y.

On a facilement la condition donnant x'(t) = y'(t) = 0. Pour déterminer la nature des points

ainsi obtenus, on cherche classiquement le vecteur tangent et le premier vecteur déerivé
indépendant du vecteur tangent.

Résolution
Ona:
x'(t)= —25intcostxsint+(1+ cos’ t)xcost
- cost(—23in2t+1+ cos? t)
- cost(—2 +2c0s? t +1+ cos? t)
=COS'[(3COSZ'[—1)
et:

y'(t)=2sintcostxcost +sin’tx(—sint)
=sint(2coszt—sin2t)
=sint(2coszt—1+ coszt)

:sint(3coszt—1)

On résout alors :
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Ona:

X'(t)=0 cost(3cos’t—1)=0
(1) o ( ) c>30052t—1=0<:>cos2t=E
y'(t)=0  |sint(3cos’t-1)=0 3

Combien de points stationnaires obtient-on ainsi ?

Les fonctions x et y sont 2z —périodiques. On peut limiter I’étude de I’arc a I’intervalle
[-7;7].

Ensuite, en tenant compte du fait que les fonctions sinus et cosinus sont respectivement
impaire et paire, on a facilement, pour tout t réel :

{x(—t) =—x(t)
(

y(-t)=y(t)

On peut donc limiter I"étude de I’arc a I’intervalle [0; z] (on obtiendra la branche de I"arc
correspondant aux variations de t dans I’intervalle [ ; 0] en effectuant une symétrie axiale
par rapport a I’axe des ordonnées).

Pour tout réel t, on a par ailleurs : sin(z —t)=sint et cos(z—t)=—cost. Il vient alors :

On peut donc limiter I’étude de I’arc a I’intervalle {0 ; %} (on obtiendra la branche de I’arc

— y: T _r .
correspondant aux variations de t dans I’intervalle [E ; 7Z':| en effectuant une symétrie axiale

par rapport a I’axe des abscisses).

. 1 1 . 2 S
Dans I’intervalle {0 ; %} ,ona: cos’t =3 & Cost=—= < sint = \g et cette équation

NE

, , . 1 -
n’admet qu’une solution gue nous notons t,. Comme cost, =—= = cost, = O etsint, =0, le

V3
point stationnaire ainsi obtenu n’appartient pas aux axes de coordonnées. On en déduit, par
symétrie, que I’arc admet un total de 4 points stationnaires. Puisque I’intégralité de la courbe
est obtenue via des symétries axiales, on en déduit également que ces points sont de méme
nature.
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Nature des points stationnaires obtenus ?

Ona:
X"(t)=—sint(3cos’ t—1)+cost(~6sintcost)
=—sint(3cos’t—1+6cos’t)
=—sint(9cos’ t-1)
et:
=cost(3cos*t— 1)+smt( 6sintcost)
ost(3cos’ t—1-6sin’t)

(
ost(
t(3cost 1—6+6c0s? t)
(QCost 7)

D’ou:
x"(ty) =—sint, ><(9coszt0 —1) = —sint, x(Qx%—lj =-2sint,

y"(t,) =cost, ><(Qcos2 t, —7) = Ccost, x(%%—?j = —4cost,

2

On adonc d OZM
dt

(—2sint, ; —4cost, ) = 0. Il s’agit du premier vecteur dérivé non nul.

Puisqu’il correspond & un ordre de dérivation pair, les points stationnaires obtenus sont des
points de rebroussement.

Onaalors :
x"(t)=—sint(9cos*t-1)
=—cost(9cos’ t—1)—sint(-18sintcost)
=—cost(9cos’ t-1-18sin’t)
=—cost(9cos’ t-1-18+18cos’t)
=—cost(27cos’t-19)
et:

y"(t)=cost(9cos’t-7)
=—sint(9cos”t—7)+cost(-18sintcost)
=—sint(9cos’ t—7+18cos’t)
=—sint(27cos’t-7)
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D’ou:
x"(t,) = —cost, (27 cos’t, —19) =—Cost, x (27 x%—19j =10cost,

y"(t,) =—sint,(27cos’t, —7) = —sint, x(Z?x%—7j = -2sint,

—
On adonc d 03M

(10cost, ; —2sint,) = 0. Il s’agit du deuxiéme vecteur dérivé non nul.

Ona:
20M d°OM ) |-2sint, 10cost
det| 2 OZM : d 03M = °  °|=4sin’t, +40cos’t, = 4+36c0s’t, =4 +12 =16
dt dt —4cost, -2sint,
20M . d°OM L SOM \
Les vecteurs d’o et d’0 étant non colinéaires et d"0 correspondant & un ordre de

dt? dt®
dérivation impair, on en déduit finalement que les points de rebroussement sont des points de
rebroussement de premiére espece.

Coordonnées des points rebroussement

Ona: cost, _ 1 et sint, =\E. D’ou :

NE

X(ty) = (1+cos’t, )sint, _(1+ j \/E \E ne

t sin t COSt =
y(t)= 3 \E 3[

a2
NERENE

42 -2 42 2
C(ﬁm] “ D[ﬁﬁ}

On a donc le point A( ] Par symétrie, on obtient les points B(

42 | ]
33’ 3[

Résultat final

x(t):(1+coszt)sint

La courbe paramétrée y définie par: y:ti> y(t) admet quatre points

y(t)=sin’tcost
de rebroussement de premiére espece.
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Complément

En guise de complément, nous fournissons ci-dessous une représentation graphique de T".

x(t) = (1 + cosz(t)) sin(t)

y(t) = sinz(t) cos(t)
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