Soit f une fonction continue sur un segment [a,b | avec a=b.
On suppose que pour toute fonction g en escalier sur [a,b] ona:

f(x)g(x)dx=0

Dy T

Montrer que f est la fonction nulle.

Analyse

On va supposer que la fonction f n’est pas la fonction nulle et aboutir a une contradiction (un
bel exemple de raisonnement par I’absurde).

Résolution

Menons un raisonnement par I’absurde en supposant que la fonction f ne s’annule pas en un
point x, de Iintervalle [a,b].

On peut alors supposer f (xo) >0 (on raisonnerait de fagon rigoureusement analogue avec
f(%)<0).

Soit : g:%f(xo).

La fonction f étant continue, il existe un réel « strictement positif tel que pour tout réel x
appartenanta | =[a,b] " ]x,—a, X, +a[ , ona: f(x)e |f(x)-z f(x)+e] , soit

I=[a,b]N]x —a, % +af estun intervalle comme intersection de deux intervalles et sa
longueur est non nulle.

On considere alors la fonction en escalier g définie par :

y 1 sixel
X
g 0 sinon
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Il s’agit en fait de la fonction indicatrice de I.

Dans ces conditions on a :

D ey T

f(x)g(x)dx= j f(x)g(x)dx

xel

= I f (x)dx

xel

> j%f(xo)dx

xel

>0

b
L’intégrale J' f (x)g(x)dx ne peut étre nulle, ce qui est absurde.

On en déduit qu’il ne peut exister X, tel que f (xo) # 0. La fonction f est la fonction nulle.

PanaMaths Juin 2006



