Calculer I’intégrale definie :

| :} dx
I+ X +41-X

Analyse

, o . 1 .
Pour démarrer, on peut constater la parité de la fonction x —» ————— et, surtout, faire

Y1+ X +4/1-x

une remarque sur les carrés des deux termes apparaissant a sont dénominateur. Un
changement de variable en découle ...

Résolution

On montre facilement que la fonction x —» —————— est définie sur I’intervalle fermé

Y1+ X +4/1-x

[—1 : 1] . Notons cette fonction f.

L’intervalle [-1;1] est symétrique etona: ¥xe[-1;1], f (—x)= f (x). La fonction f est
donc paire et il vient immédiatement :

|- j dx _ 2]— dx
SNLEX+AVI-X gl X +4/1-X

2 2
On a par ailleurs : (\/1+x) +( 1—x) =1+X+1-x=2.
x) [ i=x)
Onen tireimmédiatement:( %] J{ _ij =1.

On peut alors effectuer le changement de variable bijectif de [0 ; %} dans [O ; 1] tel que

\/HTX:COSU’C’GStad"ei x=g@(u)=2cos’(u)—1=cos(2u). Il vient alors : 1_szsinu

et dx =-2sin(2u)du =—4sinucosudu
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L’intégrale | se récrit alors :

I_ZI\/1+_+J_

e

® —4sinucosudu
cosu+sinu

_ 2

s

4

sm u cosudu
cosu+sinu

I
'—..M:n

0

Le dénominateur se simplifie comme suit :

cosu +sinu = \/_E\/ECOSUJF\/ESIMJ fsm(u+4j

Pour ce qui est du numérateur, on a :

2sinucosu =sin(2u) =—cos[2u +%j =—cosz[u +%j = Zsinz[u +%)—1

Onaalors:

sinucosud % 2sin (u+4j—1
|_4J_j'” ““_2\/_j du

cosu +sinu \/_sm(u+ j

4
”Zsinz(u+”j—l z
4 2

:2J' 4 du_zjmdt
) ( 71'] . sint

sinf u+~— z
4 4
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( . _1 jdt
sint

L’ avant derniére ligne a été obtenue en effectuant le changement de variable : t=u +%.

On a immédiatement :

2sintdt = [—2cost]§ =0+ 2COS% -2
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V4
. ¢ odt
Calculons maintenant : j —
) sin
7

On note immédiatement que d—tt est invariant par le changement de variable t — —t . On
sin

peut donc poser : v=cost qui donne : dv=-sintdt.

Onaalors: at =— dv =— dv et:

sint  sin’t  1-V?

[ 1+vz 1, +2+1 1 2
:E[I %\ﬂo =Eln\/§ilzzln(ﬁ+1)
=In(x/§+1)

Finalement :

| =2ﬁ—2|n(ﬁ+1)

Résultat final

I _Im+m—2ﬁ—2ln(ﬁ+l)
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