Pour tous entiers naturels n et m, on pose :

. =j;t”(1—t)m dt

1. Déterminer une relation de récurrence entre |n+1,m et In,m+l'

2. Calculer 1, , pour tous entiers naturels n et m.

Analyse

La récurrence s’obtient facilement via une intégration par parties. On tire ensuite partie de
cette relation pour se ramener au calcul d’une intégrale simple ...

Résolution

Question 1.

1
On a, pour tous entiers naturelsnetm: I, = Iot”+1 (1-t)" dt.

Telle que posée, la question suggere que nous procédions a une intégration par parties en
posant :

o f(t)=t"" quidonne f'(t)=(n+1)t".
e g'(t)=(1-t)" dont une primitive est la fonction g définie par :

9(t)=-——(1-t)"".

m+1

Il vient alors :

lyan = [ 7 (1) dt

- {t"“x L™ T —j:(n+1)t"x(—il( —t)m”]dt

m+1 0 m+

N+l
m+do
_n+1
T m+l

" (1-t)"" dt

n,m+1
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Finalement :

v(nm)eN? 1, =1

1 'n+l,m m+1 n,m+1

Question 2.

En tenant compte de la relation précédente, on a, pour tous entiers naturelsn et m :

m m m-1 m m—1Xm—2

| = _—x— X
n+1 n+2 n+l n+2 n+3

nm — n+lm-1 — n+2,m-2 n+3,m-3
n+1

m m-1 m-2 1
= X X X...
n+l n+2 n+3 n+m

n+m,0

m m-1 m-2 1 m! min!
Ona: X X X... = = .
n+l n+2 n+3 n+m (n+m)! (n+m)!
n!

1
Par ailleurs : In+m0=jltn+m (1—t)0 dt:"‘ltmmdt:[;tmmﬂ:l _ 1 .
ce 0 n+m+1 o N+m+l
. . m!n! 1 m!n! 1
Finalement: I = x = = _
™ (n+m)t n+m+1 (n+m+1)! (n+m+1)x[n+m}

v(nm)eN 1 = mint __ 1

* 'nm '_
(n+m+1)! (n+m+1)x(n;mJ
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