Pour tout entier naturel n, on pose :

Inzjoztan“tdt

1. Determiner une relation de récurrence entre I, et I_,,.
2. Calculer lim I,.
N—+00

3. Déduire des questions précédentes les valeurs des sommes :

+oo(_1)p‘1 @ (1)
25 etgzpll

p=1

Analyse

La récurrence s’obtient facilement en faisant apparaitre la dérivée de la fonction tangente.
Pour obtenir la limite de la suite (1,) on en établit d’abord la convergence puis on utilise la

relation de récurrence. La derniere question découle, encore une fois, d’une utilisation de la
récurrence (sommation d’égalites).

Résolution

Question 1.

On a, pour tout entier naturel n :

1. = [ ftan"? tdt = [ “tan" txtan® tdt = [ “tan" tx(1+tan’ t-1)dt

Ll L4 1 @
= [ “tan"tx(1+tan’t)dt - [ “tan"tdt =| ——tan""t| -1,
0 0 n+1 0
1
n+1 "
Finalement :
VneN, |+l ——1_
n+1
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Question 2.

Sur I’intervalle {O ; %J , la fonction tangente prend des valeurs positives. 1l en va donc de

méme pour la fonction t+ tan"t etonenconclut: VneN, I >0.

1 I'n =

Ainsi, la suite (1) est minorée par 0.
Par ailleurs, pour tout entier naturel n, on a:
_ _ % n+1 _ % n
1y =1, = [ Ftan"™"tdt - [ “tan" tt
= [ #(tan™*t—tan"t)dt
0
=.|7tan”tx(tant—1)dt
0

Sur I’intervalle, la fonction tangente prend ses valeurs dans I’intervalle [0 ; 1] :

Onadonc: Vte[o;%},tant—lso puis tan"tx(tant—1) <0 et enfin :

J'Xtan“tx(tant—l)dtso.
0

Onadonc: VneN, I ,,—1 <0 :lasuite (1) estdécroissante.

n+

La suite (1,) est décroissante et minorée, elle est donc convergente. Notons L sa limite.

. . - 1
On a, d’apres la question précédente : Vne N, I, +1, =1
n+
Comme lim I, =Ilim I, =L, onobtienten passant a la limite dans I’égalité précédente :
n—-+oo n—-+oo
. . 1
lim(1,,,+1,)=L+L=2L=lim—=0
Notoo v M n n—+o N 41

On en déduit finalement : lim 1 =L=0.

nN—+oo

Lasuite (I,) est convergente de limite nulle.
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Question 3.

En utilisant la relation de récurrence de la premiére question, il vient :

1
L+, ==
l+ 3 2

-1
_|3_|5:T

1
I +1,==
5+ 7 6

} § ~1)**
(1)pl|2p—1+(_1)pl|2p+l &

En sommant ces p égalités membre a membre, on obtient :

— p-t
= 1+_—1+1+...+( 1)

L, +(-1)"" |2p+1_E Tt T

Comme I|m | =0, on obtient, en considérant les limites de chacun des membres de
—>+00

2p+l

N APy
I’égalité précédente : I, +0= lim [1+%+1+...+&]=Z&:12&.

poic| 2 6 2p o 2P 27 P
Or:
* sint z
|— tantdt = —dt——l t) |4
j an I o |:n(cos )]O
1
—|In cosZ —In(cos0 :—In—+ln1=In\/§
( [eos e )j 7
=1In2
2
1 (0 | Ly ()
Onadonc: =) *——=1,==In2 et, finalement: > ~——=In2.

2 p=1 p 2 p=1 p
On a retrouvé un résultat classique !
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On a aussi :

l,+1,=1
_|2_|4__1
1

|4+|6 Zg

(-0’

(-1 Ly +(=1)" 1, Ty

En sommant ces p égalités membre a membre, on obtient cette fois :

11 -1)°
lo+(=1)° 15y, =1+?+g+...+%

Comme lim 1, ., =0, on obtient, en considérant les limites de chacun des membres de
p—>

~+00

1)) = (21)°
I’egalité précédente : 1,+0= lim £1+%1+l+...+ﬂ}=z_( )

P+ 5 2p+1
Or:
(ot tdt—fagi=Z
lp =] “tantdt = dt=-
. o (—1)p Vid
On a donc, finalement : Z—: l,=—.
o 2p+1 4

On a obtenu un autre résultat classique !

p=02p+1'

a0 11111 11

~ p 2 3456 78
& (-1)° 11111 1 1

_1__ e T T,

o 2p+1 3 5 7 9 11 13 15

=l-S4s -S4t =

In2

i
4
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