Calculer nllrp@%[\/lx(n—l) +\/2><(n—2) +...+W]

Analyse

On fait bien sdr apparaitre une somme de Riemann en utilisant judicieusement le facteur

« — ». Le passage a la limite conduit alors au calcul d’une intégrale définie classique...
n

Résolution

Pour tout entier naturel k dans [[1; n—1]], ona:
L x(n )= J_xkx n—k) = \/k n—k _ Kx(l_Ej:f(Ej
n n n n n

avec f(x)=xx(1-x).

On a donc, la fonction f s’annulanten O eten 1 :

(\/lx (n— 1+\/2><n 2)+.. +\/m) Zf( j Zf( j Z (5)

n\= Nico [ ey n

On en déduit immédiatement, la fonction f étant continue sur I’intervalle [0 ;1] :

nIlﬁrpwn—(\/lx (n-1 +\/2>< n-2)+.. +\/ n-1) xl)— lim = Zf( )

n—>+o N k=0

1
On doit donc calculer : J' Xx(l—x)dx.
0

On effectue le changement de variable x = cos® (u) avec ue {0 ; %}

Il vient alors : dx =—2sin(u)cos(u)du.
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Puis :

-2 \/cos (u)x(1-cos’ (u)) cos(u)sin (u)du = Zj\/cos xsin? (u) cos(u)sin(u)du

N[N ——— o

Sur I’intervalle [O%} ona cos(u)>0 et sin(u)>0.D’ou:

NN

i\/cos )xsin®(u)cos(u)sin(u)du = chos(u)sin(u)xcos(u)sin (u)du
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cos? (u)sin?(u)du
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(ZCos(u)sin(u))2 du
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sin®(2u)du

(1-cos(4u))du
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Finalement : lim —(\/1>< n-1 +\/2>< N—2)+..+(n- 1)x1)—%

n—-+o0 n

Résultat final

I|m—(\/1x n-1 +\/2>< N—2)+..+4/(n- l)xl)_%

nN—+oo
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