Montrer que :

VxeR*, x—X72<In(1+x)<x

En déduire : lim [1+%[1+£}.{1+£].
N—+00 n2 n2 n2

Analyse

L’exercice permet, avec des outils techniques simples, de calculer une jolie limite.
Classiquement, le fait que I’on ait affaire a un produit doit nous faire penser (méme si ce n’est
pas systématiquement fructueux) a travailler sur son logarithme népérien. On se raméne alors
a calculer la limite d’une somme dont chaque terme est encadré grace au résultat préliminaire.
Le théoreme des gendarmes n’est alors probablement pas loin...

Résolution

On pose classiquement, pour tout réel x positif : (x)=x—In(1+x).
Ona: ¢(0)=0. Parailleurs, la fonction x> In(1+x) est dérivable sur R, comme
composee de la fonction affine x — 1+ x derivable sur R, et donc sur R, et a valeur dans
R® (car x>0=1+x>1) et de la fonction logarithme népérien dérivable sur R’ . La
fonction ¢ est donc dérivable R, sur comme somme de deux fonctions dérivables sur cet
intervalle (la fonction identité et la fonction x > —In(1+x)).
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Il vient alors, pour tout x réel positif : ¢'(x)=1-——=—2>0.
1+x 1+x

Comme la fonction ¢' ne s’annule que pour x =0, on en déduit immédiatement que la
fonction ¢ est strictement croissante sur R, . On a donc :

x>0 ¢(x)>p(0) = x=In(1+x) >0 < x> In(1+Xx)
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De fagon similaire, on pose, pour tout réel x positif : ®(x)=1In(1+x)- x+x?.

Ona: ®(0)=0. Lafonction ® est dérivable sur R, comme somme de deux fonctions
dérivables sur cet intervalle (la fonction x — —In(1+ x) et la fonction polynome

X2
X —=X+—).
2
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Il vient alors, pour tout x réel positif : CI)'(x)=1——1+x= 1 =1
+ X +X + X

Comme la fonction @' ne s’annule que pour x =0, on en déduit immédiatement que la
fonction @ est strictement croissante sur R, . On a donc :
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x>0<:>CD(x)>CD(O)<:>In(1+x)—x+x?>0<:>In(l+x)>x—x?

En définitive, on a bien :

2
VXeRj,x—X?<In(1+x)<x

Pour tout entier naturel n, posons : u, =(1+i2j(1+%)...(1+12j.
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Comme Vk e[1;n], 1+L2 >0, on peut considérer :
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Soit, en sommant :

Ona: Y k= 5 et Y k?= 5 .




On en tire :
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Le theoreme des gendarmes nous donne alors immediatement : lim Inu, = > puis,
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S . - 1
I’exponentielle étant continue sur R (et donc, en particulier, en E) :

n—+o0 n—+oo

limu, = lim exp(In un)=exp£%]=\/5

Résultat final
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VXER:,X—X?<|H(1+X)<X
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