Calculer, pour tout entier naturel n, la dérivée n-ieme de x> e’*sinx.

Analyse

On notera dans un premier temps que la fonction considérée est de classe Z* sur R comme
produit de deux fonctions de classe #™ sur cet intervalle. Ensuite, on peut se « précipiter »
sur la formule de Leibniz mais ... il vaut mieux remarquer que la fonction sinus n’est pas trés
« éloignée » d’une exponentielle ... complexe !

Résolution

En notant f la fonction x > e"*sinx et ¥ la fonction complexe de la variable réelle définie

(\/§+i)x

par: W:x ¥(x)=e" (cosx+isinx)=e¥e" =e ,ona f(x)=1Im(¥(x)) puis, pour

tout entier naturel n: " (x)= Im(‘{f(")(x)).
La fonction ¥ se dérive facilement. Pour tout entier naturel n et tout réel x, on a :

¥ (x)=(V3+i) e

- l:Z[ﬁ n liﬂn QY3
2 2

=2" (cosz +isin f) el B
6 6

=2 [eigj el

_on ei”%e(\/gﬂ)x

_ Zne\/&ei(xmgj

= 2"gV™ cos(x+n£)+isin(x+n£j
6 6

£ (x)= Im(‘P(”) (x)) — 2"V sin£x+ n%)

D’ou :
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Résultat final

La dérivée n-ieme de la fonction x > e¥

X 2"eﬁ‘sin(x+ngj

*sin x est la fonction définie par :
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