Soit a et b deux reels tels que a<b.
Soit f et g deux fonctions de [a;b} dans R, continues sur [a; b} et

dérivables sur ]a;b| .
On suppose que I'ona: Vxe Ja;b[,g'(x)=0.

1. Montrer qu’il existe un réel ¢ dans I’intervalle Ja;b[ tel que :

On appliquera le théoréeme de Rollea f —Ag ou le réel A devra
étre judicieusement choisi.

S~—"

2. En déduire que siona lim f,(x =L alors Iimwz L.
=5 9'(x) =5 9(X)-g(a)
(Régle de L’Hospital)

3. Application : déterminer lim_S0SX=€"
*0(x+1)e* -1

Analyse

Dans cet exercice on établit une regle de calcul trés classique (la régle de L’Hospital)

_— _— 0
permettant de lever des indéterminations du type « o ».
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Résolution
Question 1.

Comme la fonction g' ne s’annule pas sur I’intervalle ]a ; b[, ona:

FE)= (@) _F(0)  poeyo FO=F(@) vy ooy L= (@) ey
g(b)—g(a)_g'(c) f() g(b)-g(a) g() f() b g() 0

f(b
Posons alors A =

par :

La fonction ¢ est continue sur I’intervalle [a; b] car les fonctions f et g le sont.

On a, par ailleurs :

Et:

Enfin, la fonction ¢ est dérivable sur I’intervalle ]a X b[ car les fonctions f et g le sont.

Le théoréme de Rolle nous garantit alors I’existence d’un réel ¢ dans I’intervalle ]a ; b[ tel
que ¢'(c)=0.
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On en déduit ainsi : ¢'(c)=f'(c)- ;EE;:Q((Z))X g9'(c)=0, cest-a-dire :
f(b)-f(a)_f'(c)
g(b)-g(a) g'(c)

Question 2.

On travaille sur I'intervalle [a; x| <[a; b].
D’apres la question précédente, il existe un réel c, dans I’intervalle ]a; x[ tel que :

f(x)-f(a) _f'c)

g(x)-g(a) g'(c,)

On abien sdr : limc, =a*. On en déduit :
X—a
x>a

Le résultat est ainsi établi.

imﬂz :im—f(x)_f(a)z
e e

Question 3.

On considére ici les fonctions f et g définies sur R par :
f(x)=cosx—e* et g(x)=(x+1)e*-1

Notons que pour tout réel x>0, ona: e* >1, x+1>1 etdonc (x+1)e* >1, soit g(x)>0.

f(x)

Ainsi, le rapport —— est bien défini sur R’ .

9(x)
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Ona: lim f (x):lxiirg(cosx—ex)z f(0)=1-1=0 et
leggg(x)zlxlgg[(xﬂ)ex -1]=¢(0)=1x1-1=0.

. - . 0
On a donc affaire a une forme indéterminée du type « 0 ».

X

On afacilement: f'(x)=-sinx—e* et g'(x)=e"+(x+1)e* =(x+2)e".

: fr(x)
Il vient alors : lim =lim = =—_.
©0g'(x) 0 (x+2)e"  2x1 2

x>0

—-sinx—e¢* 0-1 1

La regle de L’Hospital nous permet alors de conclure :
L f)=1(0) _ . cosx—e* . f'(x)

| =1l —
0 g(x)=g(0) oo (x+1)e* =1 x>0 g'(x)

. cosx—e* 1
I|m—x=——
xxjg(x+1)e -1 2
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