Soit f :[0;1]—)1@ dérivable & droite en 0 et telle que f (O):O.

Etudier la suite (u,) ou :

vneN" u, =Zn: f [LZJ
k= \n

Analyse

Dans cet exercice, il est essentiel de revenir aux fondamentaux, a savoir traduire la
dérivabilité de f a droite en O...

Résolution

Notons f',(0) le nombre dérivé de f & droite en 0.

On a, pour tout réel x de I’intervalle [0 ; 1] , en tenant compte de f (0)=0 :
f(x)=f(0)+f',(0)x+xe(x)=f",(0)x+xe(x)

ol lime(x)=0.

x—0
x>0

On a alors, pour tout entier naturel n non nul :

" ia P}
_ f':]z(O)Xn(n2+l)+%kZ"l:( kms(%jj
gl
On a immédiatement : lim f ' (0)xn+1: Ty (O)X lim 1L _ 'y (0)X1: f'4(0)
>0 2n 2 ot ) 2 2
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On s’intéresse donc a —ZZ( k Xg(_zn et a la limite éventuelle de cette quantité quand n
n° i n

tend vers I’infini.

Notons d’abord que I'ona: vk €[1;n], iz
n

Soit alors &> 0 fixé.
Comme Iingg(x):o, il existe un réel x, dans I'intervalle [0;1] tel que :
X—>

x>0
xe[0;%]=|e(x)| <&
On en déduit I’existence d’un entier naturel N tel que :
. k
nZ

Soit alors un entier naturel n quelconque tel que n>N .Ona:

n>N:Vke[[l;n]], <g

Ainsi,ona: ¢>0,ANeN/n>N =
Soit : |Im—2[kx&‘( D
N>+ N° 4

Finalement, la suite (u, ) converge et sa limite est égale a

(el

()
-
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