Soit f :[0;1}—)1@ continue en 0.

_ f(2x)— f (x)
On suppose que I’ona: lim =LeR
x—0 X

x>0

Montrer que f est dérivable a droite en 0.

Analyse

Remarquons que I’on a, pour tout réel x de I’intervalle ]0;1] :

f(20-F(0)_f(20-1(0) f(x)-F(0) ,1(20-(0) f(x)-f(0)

X X X 2X X

Si on suppose alors f dérivable & droite en 0 et que I’on note f'; (0) le nombre dérivé
correspondant, on a :

i F(2X¥) = (%) =Iim[2 f(2x)-f(0) f(x)-f (o)}
2

oo X 'y X X
. f(2x)-f(0) . f(x)-f(O
i F(20=1(0) L 1(x)-1(0)
oo 2X oo X
=2, (0)- 1, (0)
=1'(0)
Ainsi, I’exercice nous suggere une réciprogue... et ce qui précéde nous permet d’effectuer
: X . , . F(x)-1(0)
une conjecture, a savoir que I’on aurait : Img—: L.
X—>! X
x>0
. . F(2x)—1f(x .
A partir de ImgM =L, nous allons donc essayer de nous ramener en 0 ou nous
X X

x>0

disposons d’une hypothése forte sur f, la continuité.

Résolution

Ona: IimM: L@VXE[O;E}, f(2x)=f (x)+xL+xe(x) avec lime(x)=0.
x>0 2 x—>0

x>0 x>0
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Soit aussi : Vxe[0;1], f(x)= f(5j+§L+§g(ij.
2 2 2 \2

On a alors, pour tout réel x de I’intervalle ]O ; 1] et tout entier naturel n non nul (en toute
rigueur, il conviendrait d’établir I’égalité par récurrence) :

. X . . . . X
Comme lim — =0 et comme la fonction f est continue en O, il vient : lim f (?) =f (0)

n%+w2 n—-+oo
X
fl—|-f
e
puis : lim = =0.
n—-+o0 X X

Par ailleurs, on a classiquement %+%+...+i:1—i et lim (£+1+...+ijzl.

2" 2" no+ol 2 4 2"
1 (x) 1 (x 1 X 1
—c| - |[t—¢| = |+...t—¢E| == +—
3w lF)

X X X
hS El — E| — —I&| — ||
3 ) a2kl
Comme Iirrgg(x)zo on a, pour tout £ >0 et tout x suffisamment petit : |g(x)| <eg.
x>0
X
“l2r

1
+_
2n

1 1

Enfin : +...+

< ¢ etfinalement :

0

Pour tout entier naturel k, on a alors :

2(3)

(1 1 1)
<|—+—+...+— |e<f¢
2 4 2"

1 X
+=|g| — ||+
i3




Soit alors ¢ >0 fixé.

D’aprés ce qui précede, on a, pour tout entier naturel n non nul :

‘ML‘ M_L+(18@+18(zj+,,_+ig(1D

X X 2" \2 \2) 4

IA
—

7\

N | >
1
-

—_

o

N—

En passant a la limite (sur n), il vient finalement :

-1 |,

On en déduit finalement : Iirrg[w— LJ =0, c’est-a-dire : IirrgM =L.
X—> X X—> X

x>0 x>0

, o N _f(2x)-f
La fonction f est bien dérivable & droiteen O etona: f';(0)=L= |ImM.

x—0
x>0 X

Résultat final

) ) e . L o f(2x)—-f(x
Si f est une fonction définie sur [0 : 1] , continue en 0 et vérifiant I|mM =LeR

x—0
x>0 X

alors f est dérivable a droiteen O et ', (0)=L.




