Soit K un corps de caractéristique nulle.
On considere f,, f, et f, les trois formes linaires suivantes définies

sur K3 :
fr(X Y, 2)>x+y-2
f i (XY, 2)> X=y+2
f3:(x,y, Z)H X+Yy+12

*

1. Montrer que (f,, f,, f,) est une base de (K3)

2. Dans cette question on suppose K=R ou C. Déterminer la base
duale associee a ( f,, f,, f;).

Analyse

Un exercice de dualité simple pour s’entrainer a la maitrise des notations du cours et a la mise
en ceuvre des concepts.

Résolution

Question 1.

L’espace vectoriel (KS) est de dimension 3 (i.e. celle du K —espace vectoriel K?*). Pour
démontrer que la famille ( f,, f,, f,) en est une base, il nous suffit, par exemple, de démontrer
gu’elle est libre. Soit alors a, b et ¢ trois éléments de K telsque a f,+b f,+c f,=0" (0
désignant la forme linéaire nulle sur K*). On a les équivalences :
af,+bf,+cf,=0
o V(xy z)eK (af,+bf,+cf)(x y,2)=0
oV(xy z)eK’ af(xy z)+bf,(x y,z)+c (X y z)=0
0

o V(xy z)eK’ a(x+y-z)+b(x—y+z)+c(Xx+y+z)
o V(xy 2)eK’ (a+b+c)x+(a-b+c)y+(-a+b+c)z=
a+b+c=0
<4 a-b+c=0
-a+b+c=0
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a—-b+c=0 et —a+b+c=0 donnent (addition) : c+c=2c =0 et, le corps K étant de
caractéristique nulle, on en déduit: c=0.

Les deux premiéres équations donnent alors (somme) : a+a=2a=0 et on en déduit cette
fois: a=0.

L’une quelconque des trois équations nous donne enfin: b=0.

On déduit de ce qui précéde que la famille ( f,, f,, f3) est libre et donc qu’il s’agit d’une base
de (K3)*.

On pouvait également introduire la base canonique de (Ks)* : (el*, e,, e;) (rappelons que I’on
a:e (X, y,2)X, (XY, 2)>yete(xy z)-z.).Onasimplement: f, =e +e,—¢;,
f,=e —e,+e; et f,=¢ +e, +e,. Ainsi, on peut considérer I’application linéaire ¢ de
(K3)* dans (Ks)* définie par Vie{1;2;3},p(e’) = f, et de matrice P dans la base

(e €5.6) :

1 11
P={1 -11
-1 1 1

On montre facilement qu’elle est inversible (son déterminant vaut, par exemple, —4). Il s’agit
donc d’un automorphisme de (K3) et la famille image ( f,, f,, f,) estainsi une autre base de

(k)

*

La famille ( f,, f,, f,) est une base de (K°)

Question 2.

*

Notons (f,", f,, f,") la base de ((K?’)) associée a (f,, f,, f,).

Par définition, on a, pour tout couple d’entiers (i, j) dans {1;2;3} : fi*(fj)zdij (symbole
de Kronecker. Bien prendre garde au fait que o, =1 est I’elément neutre de la deuxiéme loi
du corps K. Ici, il s’agit du réel 1.).

Soitalors: f :(x,y,z) > ax+ By+yz une forme linéaire quelconque sur K°.
Posons: f, (f)=aa+bB+cy.
Ici, on cherche les scalaires a, b et c.
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Avec f : f(f))=6,=1a+b-c=1.
Avec f, : f(f,)=6,=0=a-b+c=0.
Avec f,: f(f,)=0,=0<=a+b+c=0.

On doit ainsi résoudre le systeme :

a+b-c=1
-b+c=0
a+b+c=0

= z Lz A0 1
Les deux premiéres égalités donnent: a+a=2a=1.D’ou: a =5

En additionnant membre & membre les égalités 2 et 3, on obtient : 2a+2c =0 etonen tire :

1
C=—a=--.

2
L’une des trois équation donne alors : b=0.
Finalement : (a, b, c =( j
En soulignant que : f:(x,y )|—>ax+/5’y+;/z—(ae1 + fe, + 7, )(x y,z),0ona:
f=ae +pe,+ye;=¢ (f )e +e, (f)e;+e; (f)e;.

. 1 1 w1

Alors £ (1) =2 ()2 ()= ( e ——e3j(f).
. « 1 o 1
Finalement : f, =§e1 _§e3 .

1** *1**1**

. . T
En procédant de fagon analogue, on obtient : f, =Ee1 —Eez et f, =Ee2 +§e3 .

w1l 1w v 1w 1 . 1 1 .
fl:Eel —Eea,f2=—e1 ——e2 etf—Ee +§e3.




