Soit a et b deux entiers. On note d =aAb et m=avb.

Déterminer (a+b)/\m.

Analyse

Un exercice assez court faisant appel a un résultat trés classique : si deux entiers sont premiers
entre eux alors leur somme et leur produit le sont également. Le théoréeme de Bezout est
utilisé a maintes reprises ...

Résolution

Ona:a=dxa'eth=dxb"avec a'Ab'=1.D’ol: a+b=dxa'+dxb'=dx(a+b").
Par ailleurs : m=d xa'xb".

Onadonc: (a+b)am=[dx(a+b")]a[dxa'xb]=d[(a+h)r(a'xh")]

Nous allons montrer le résultat (classique) : (a'+b")A(a'xb')=1.

Les entiers a' et b' étant premiers entre eux, le théoréeme de Bezout nous permet d’affirmer
gu’il existe deux entiersu etvtelsque : uxa'+vxb'=1.

On en déduit alors :

uxa'+vx(a+b')-vxa'=1,soit: (u-v)xa'+vx(a+h')=1 (1)
Et, de facon analogue :

ux(a+b")—uxb+vxb'=1,soit: ux(a+b")+(v-u)xb'=1 (2)

Les égalités (1) et (2) et le théoreme de Bezout nous permettent alors respectivement de
conclure que :

e a'+b'et a'sontpremiers entre eux ;
e a'+b'etb' sont premiers entre eux.

En multipliant membre & membre les égalités (1) et (2), il vient :
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[(u-v)xa+vx(a+b')|[ux(a+h")+(v-u)xh']=1x1
Soit :
[(u—v)xuxa'+v><ux(a'+b')+v><(v—u)><b']x(a'+b')—(u—v)2xa‘xb'zl

Le théoréeme de Bezout (encore une fois !) nous permet donc de conclure que a'+b' et a'xb’
sont premiers entre eux (résultat classique a retenir ou savoir retrouver trés vite).

Finalement :

(a+b)/\m=d =anb

Résultat final

Quels que soient les entiersaet b, ona:

pgcd(a+b,ppcm(a,b))=pgced(a,b)
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