Résoudre le systeme différentiel :

X'=Xx+8y+e
y'=2X+y+e

Analyse

Nous avons affaire a un systeme différentiel dont les équations sont a coefficients constants.
Apreés récriture sous la forme matricielle X '= AX + B, on a sans peine les valeurs propres de
A puis la solution générale du systeme homogene. Une variation des constantes permet alors
de résoudre completement le systeme.

Résolution

asH
Onnote: A= , X = )
2 1 Z

L’écriture matricielle du systéme est alors :
X' 1 8) (x el
= X +
y' 2 1) \y) (™
Résolution de I’équation homogéne
Le polynéme caractéristique de la matrice A s’écrit :

PA(X)=det(A—XI)=‘1_X °

1_X‘=(1—X)2 ~16=(1-X —4)(1-X +4)=(-X =3)(-X +5)

A, matrice carrée d’ordre 2, admet deux valeurs propres distinctes, —3 et 5, elle est donc
diagonalisable.

Nous allons déterminer, pour chaque valeur propre, un vecteur propre associe.
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Pour -3.

X+8y =-3x
Ona: AX=-3X < < x+2y=0.
2X+y=-3y

2 N
Le vecteur U_{ ) est donc un vecteur propre associé a la valeur propre —3.

Pour 5.
X+8Yy =5x

Ona: AX=5X & & x-2y=0.
2X+y =5y

2 N

Le vecteur U (1] est donc un vecteur propre associé a la valeur propre 5.
Ainsi, la solution générale du systeme homogene s’écrit :

X 2 2 2067 +28e™

—u ey 3 et — a p

y _1 1 _ae—St +ﬁ'65t
ol «a et Fsont deux constantes réelles quelconques.
Recherche d’une solution particuliére

X
Notons ( "J une telle solution. On la cherche sous la forme :
p
X 2% 2" (2a(t)e® +2p8(t)e™
’ =(Z(t) 3t +ﬂ(t) st | ( ) 3t ( )St
Yo —e e —a(t)e™ +p(t)e
X
( pJ est solution du systeme différentiel si, et seulement si :
p
N [ 2e™ 2a'(t)e® +24'(t)e™ e
O 0 R AR A R
—e e a'(t)e™ +p'(t)e e
D’ou :

2!t -3t 2|t St:t
{a()e +2p'(t)e" =e )

—a'(t)e™ + B'(t)e =™
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Par combinaison linéaire, on obtient facilement :

1

a'(t)e™ =Z(et —2e‘3‘)
p(t)e” =%(et +2e*)
Soit :
a'(t):%(e‘“ -2)
B'(t) =%(e4‘ +2e™)
Il vient alors :
a(t)=%Ge‘“ -2 j=ie4t —%t
p9-3(Len-Len)o Ly Lyo
Puis :

Solution générale

Finalement, la solution générale du systeme différentiel s’écrit :

« ( 206 + 26 —(t +%) e 208 +25e™ —(t +%) e
ae™ +2pe }
[ ): et s |1 -
y ae™ + e _let_i_(lt_ijest —aest+ﬂ65t—let+£1t—ij83t
8 2 16 8 2 16
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Résultat final

La solution générale du systeme différentiel :

X'=X+8y+e'
y'=2x+y+e™
S’écrit :
206 + 28 - (t + %) e™

y _ae—3t+ﬂe5t_1et+ lt—i odt
8 2 16

ol «a et gsont deux constantes réelles quelconques.
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