Sur R, on définit la loi * par :

V(X y)eR2, x*y=Xy1+ Y2 + yy1+X?
1. Vérifier que I'ona: V(x, y)eR?, J1+(xx* Y2 =1+ X2 1+ y2 +xy.

2. Montrer que (R, *) est un groupe.

3. Montrer que la fonction sinus hyperbolique est un isomorphisme de
(R, +) dans (R, *)

Analyse

Une fonction classique (le sinus hyperbolique) permet de définir une autre structure de groupe
sur R viala loi * dont on vérifie aisément qu’elle satisfait les axiomes de la structure de
groupe.

Résolution
Question 1.

Notons, dans un premier temps que I’on a, pour tout couple (X, y) dans R? : 1+(xx* y)2 >1.

Ainsi, 41+ (x* y)2 existe et est strictement positif.

Ona: V1+x*{1+y*>1.
Par ailleurs, si x et y sont de méme signe, ona xy >0 etdonc v1+x*\1+y* +xy>1>0.

Si x et y sont de signes contraires, on a: V1+X*y1+y? +xy = v1+x* {1+ y* —|xy|.
Il vient alors : (\/1+ X2 A1+ y? )2 —|xy[" = (14 X°)(1+y?) - X*y? =1+ %" +y* 21> 0.
Donc : v1+x* {1+ y? —|xy|>0, d’o0 v1+X*y1+y* +xy>0.

D’aprés ce qui précede, pour comparer ,/1+(x * y)2 et v1+x*/1+y* +xy, on peut

comparer leurs carrés.
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Ona:

2

1+(x* y)2 :1+(x=l<y)2

:1+(x\/1+ y2 + y1+ X2 )2

=1+x (1+y°)+ y2(1+x2)+2xy\/1+7«/1+7
=(1+ x2+y2+x2y2)+2xy\/1+7\/1+7+x2y2
=(1+x*)(1+ y2)++2xy\/1+7\/1+7+ x2y?
T

Les nombres 1+ (xx* y)2 et V1+x*{/1+y* +xy sont tous deux strictement positifs et de

méme carré. Ils sont donc égaux.

V(% y) e R L+ (xry)' =Vl ey ey

Question 2.

La loi = est clairement une loi de composition interne sur R !

Notons, a titre de remarque, que la symétrie de I’expression x\/1+ y: + y\/1+ x> permet
d’affirmer que la loi * est commutative.

Etudions maintenant I’associativité de .

Pour tout (x, y, z) dans R®,ona:

(x#y)#z = (xxy) W1+ 22 + 241+ (x*y)’
En utilisant le résultat de la question précédente, il vient alors :

(x*y)*z:(x*y)\/ﬁ+2m
:(x*y)\/ﬁ+2(mm+x3’)

:(x\/1+ y? + Y1+ X2 )\/1+ z? +Z(WW+ xy)

= x\/1+ Y21+ 2% + Y1+ X214+ 22 + 241+ X2 \/1+ y? +Xyz

De fagon similaire, on montre que I’'on a:

x*(y*z)= x\/1+ Y V1422 + yl+ X1+ 22 + 241+ xz\/1+ y? +xyz
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Finalement: V(x,y,z)eR® (x*y)*z=xx(y*z). Laloi * estassociative.

On a immédiatement :

VxeR, x*0 = xy/1+02 +0x~1+ X2 = x

La commutativité de * nous donne alors: VxeR,0*x =X.
En définitive : VxeR, x*0=x*0=X.
0 est I’élément neutre de =,

Enfin,ona:
VxeR, x#(—x) = xw/1+(—x)2 +(—x)><\/1+ X2 = xy14 X% —xa/1+ X% =0

La commutativité de * nous donne alors : Vx e R, (—x)*x=0.
En définitive : ¥x e R, x*(—x)=(-x)*x=0.
Tout élément de R admet ainsi —x comme symeétrique pour la loi *

De ce qui précéde, on déduit que (IR, *) est un groupe (il est méme abélien puisque la loi *
est commutative).

(R, *) est un groupe abélien.

Question 3.

On sait déja que la fonction sinus hyperbolique est bijective de R dans R.
Montrons qu’il s’agit d’un morphisme de groupe de (R, +) dans (R, *).

Il convient donc de montrer : (X, y) e R?, sinh(x+y)=sinh(x)=sinh(y).

Pour tout couple (x, y) dans R?, on &, en utilisant la relation fondamentale de la
trigonométrie hyperbolique , cosh?(x)—sinh?(x)=1":

sinh(x) *sinh(y) =sinh(x)/1+sinh?(y)+sinh(y \/1+smT(x)
=sinh(x),/cosh?(y) +sinh(y \/Wz(x)

(

(

=sinh(x)cosh(y)+sinh(y)cosh(x)
=sinh(x+y)

Le résultat est ainsi établi.

La fonction sinus hyperbolique est un isomorphisme de (R, +) dans (R, *).
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