Soit (G, + un groupe.
Soit H, K et L trois sous-groupes de G vérifiant :
HcK, HNL=KL et H+L=K+L

Démontrer que I'ona: H=K.

Analyse

Que de « contraintes » sur ces trois sous-groupes ! Pour montrer que I’on a H =K, on tient
compte du fait que I’on a déja une premiére inclusion entre ces deux sous-groupes (H < K).

Résolution
Comme ona Hc K, on peut assez naturellement chercher a montrer K< H.

Soit donc x un élément quelconque de K.

Notons que I'ona Kc K+L = {a+b/a eK,be L} puisque tout élément x de K s’écrit

X=X+¢€ ou e est I’élément neutre de G qui appartient également a H, K et L en tant que
sous-groupes de G.

Comme xe Kc K+L=H+L,onpeutécrire: x=X,+x_avec x,€H et x_ L.
Il vientdonc : x—x, =X, .
Comme Hc K, il vient x, e K etdonc: x—x, =x_e KNL=HMNL.

eK :f

On en déduit : x—x, eH etenfin: x=(x—x,)+x, eH.

On abien xeH etonen conclut, finalement: KcH.

La double inclusion nous donne le résultat cherché :

H=K
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