Soit (G, +) un groupe et ¢:G —G' un morphisme de groupes.

1. Montrer que pour tout sous-groupe Hde Gon a:
ga‘l(ga(H)j: H+kerg
2. Montrer que pour tout sous-groupe H' de G' ona:
-1 n ) _ 1
(o((p (H ))-H Nime

Analyse

Un exercice simple fournissant deux résultats généraux classiques. On peut « tranquillement »
proceder par double inclusion.

Résolution

Question 1.

Soit x un élément de H+kerg.
On peut donc I’écrire : x = x,, + X, avec x, € H et p(x,)=e" élément neutre de G"'.
Il vient alors, ¢ étant un morphisme de groupes :

P(X)=0 (%4 +%)=0(xy)+0(x) = (%) +e'=p(x,)
Comme x, eH,ona ¢(x,)ep(H) etdonc p(x)ep(H).
Comme ¢(x)e@(H), on en tire immédiatement : XG(p’l(go(H)).
Ainsi : H+ker¢c¢f1(¢(H)) .

Soit maintenant x un élément de ¢ (¢(H)).

Par définition de I’image réciproque d’une partie, ona: ¢(x)e ¢(H).

Donc il existe x, € H tel que ¢(x)=¢(x, ), ce qui équivauta ¢(x—x,)=e", soit
X=X, €kero.

Onadonc: x:ﬁ+(x;/xL)eH+ker¢

eH ekergp

D’ou : qfl((p(H))c H + ker ¢|.

PanaMaths




La double inclusion nous donne I’égalité cherchée.

¢‘1(¢(H))= H +ker ¢

Question 2.

Soity un élément de (o (H")).
Il existe donc x dans ¢ (H') tel que y =¢(x). Ainsi, y appartient a Im¢ mais, par
définition de I’image réciproque d’une partie, y appartient égalementa H".

Finalement, y e ImpH" et on adonc: go(go‘l (H )) clmeNH'.

Soit maintenant y un élément de Imgp(H".
Comme y e Img, il existe un élément x de G tel que : y=¢(x).

Mais comme y = ¢(x) e H"', on en déduit immédiatement que x € ™" (H") et donc que

p(x)=ye go(q)‘l(H ')) . Ainsi, [ImpNH'c go((o‘l(H')) :

La double inclusion nous donne I’égalité cherchée.

(p(go'l(H'))z ImpNH'
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