Calculer :

Zn: k3 et Zn:k4
k=0 k=0

Analyse

On adopte des démarches similaires pour les deux calculs. L’idée essentielle consiste a se

N . & 4
ramener & des sommes connues en travaillant, par exemple pour la 1°° somme, avec (k+1)".

Résolution

n
Pour simplifier les écritures, nous notons, pour tout p entier naturel : S = Zk P
k=0

Dans cet exercice, on doit donc calculer S, et S, .

Rappelons, par ailleurs, que I’on a :

S :Zn“l:n+1, Slzzn:k: n(n+1) et S, = n k? = n(n+1)(2n+1)
k=0 k=0 2 k=0 6
Ona:
n n+l n
(k+1)* Zk“ Zk“ +(n+1)" =Y k* +(n+1)* =S, +(n+1)°
k=l 0 k=0

Mais on a également :

Zn:(k +1)" = Zn:(k“ +4k® + 6k + 4k +1)
k=0 k=0
ik“ +4Zk3‘+62k2 +4Zk+21
k=0
=S, +4S3+6S2 +4Sl+S0

Les deux expressions obtenues nous permettent donc d’écrire :

S, +4S,+6S, +4S,+S, =S, +(n+1)’

Soit :
4S, +6S, +4S,+S, = (n+1)’
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Il vient alors :

sa=%[(n+1)“—6sz—4sl—so}
[(n+1)“ n(n+1)(2n+1)-2n(n+1)-(n+1)|
n+1[n+1 ~n(2n+1)-2n-1]
n+1 )(n®+3n +3n+1-2n" —n—2n-1)
n+1 )(n®+n?)

=%(n+1)n2(n+1)

1 2 2
= — 1
4n (n+1)

2]

On retrouve le résultat « classique » : S, =S?2.

%{MT =%n2(n+1)2

2

Pour le second calcul, nous procédons de la méme fagon :

n+l

Zk+1 ZkS ZkS n+1 Zk5 n+1 S+(n+1)5
k=0

Mais on a également :

> (k+1)

k=0 k

n

(k5 +5k* +10k® +10k? +5k +1)

0
k® +52k“+102k3+102k2 +52k+21
k=0 k=0

=S, +5S, +10S, +10S, +55, +,

S o

Les deux expressions obtenues nous permettent donc d’écrire :

S, +58, +108, +10S, +55, + S, = S, +(n+1)’

Soit :
5S, +10S, +10S, +58, + S, = (n +1)°
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Il vient alors :

1
S, =g[(n +1)° -10S, ~10S, 58, —so}

2(n+1)2 n(n+1)(2n+1) _n(n+1)

-10 5 -5 5 —(n+l)}

2
=n—+1{(n+1)“—5n (r2]+1)—5n(22+1)—52—1}

=%{(n+1)5—10n

:ns_?[e(n +1)° ~15n° (n+1)-10n(2n+1)~15n -6 |

=—n34(-)1(6n4 +24n° +36n° + 24n+ 6 -15n° ~15n° — 20n* ~10n - 15n - 6

=ns—J(r)1(6n4 +9n +n? —n)

- n(n+1) (Gn3 +9n? +n—1)
30

On peut factoriser 6n°+9n? +n—1 sous la forme : (2n+1)(3n” +3n-1) (remarque : la

factorisation de 3n? +3n—1 fait apparaitre des racines irrationnelles qui ne conduisent & aucune
simplification d’écriture particuliere ...).

Finalement :

n(n+1)(2n+1)(3n*+3n-1)
o 30

Résultat final

z";ks {M} =%n2 (n+1)°

= 2

n k4_n(n+1)(2n+1)(3n2+3n—1)
kZ:(; B 30
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