Calculer :

Analyse

Dans les trois cas, on se ramene a des sommes classiques en fixant I’indice i. La deuxiéme et la
troisieme somme peuvent faire I’objet de traitements similaires mais on peut aussi réfléchir a ce
que vaut... leur somme !

Résolution

Ona:

Pour i fixé,ona:
isij>i
jsij<i

min(i,j):{
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n i n
On peut donc écrire : » min(i, j)=>_ j+ > i (remarque : la deuxiéme somme n’est pas
j=0 =0 jain

définie pour i=n).

Ona:
]Z:;mln(l j)=§j+§+“ll
i(i+1)
== +ix(n-i)

=%(i2 +i+2ni —2i2)
=%(—i2 +(2n +1)i)

i(i+1)+i><(n—i): n(n+1).

Lorsque i=n, la deuxieéme ligne du calcul ci-dessus donne :

n n n 1
Or, dans ce cas, Y min(i, j)=>_min(n, j)=> j= n(n2+ ) La formule que nous venons
=0 j=0 j=0

d’obtenir est donc valable pour toutes les valeurs de i.

Il vient alors :
37 min(i, ) = 3 (-i% + (2n+1)i)
i=0 j=0 0 2
=—%§i2+2n2+1§:i
1 n(n+1)(2n+1 +2n+1 n(n+1)
2 6 2 2
1 11
== 1)(2n+1)| =—-=
2n(n+ )(2n+ )(2 6)
_n(n+1)(2n+1)
- 6
n o min(i,j)=n(n+1)(2n+1)
i=0 j=0 6
Pour calculer n Zn:max(i, j), nous pouvons remarquer que I’on a :
i=0 j=0

v(i,j)e{0,1,2,...n}* min(i, j)+max(i, j) =i+ |
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On en tire donc immédiatement :

D’ol:
iZno:jZn(;max(l J)zlnojz"(; In Jzn(;mm
:”(”+1)2_n(”+1)6(2n+1)
_n(n +1)[6(n +1)—(2n+1)]
= n(n+1)(4n+5)
6
.:o jio max (i, j) = n(n+1)6(4n+5)

n n
Nous allons cependant procéder comme pour le calcul de ZZmin (i, j) :
i=0 j=0

Pour i fixé,ona:
jsij>i
isij<i

max(i,j):{

n i n
On peut donc écrire : Zmax | j = ZI + Z j (remarque : ici encore, la deuxieme somme
j=0 j=0

n’est pas définie pour i=n).

j=i+l

Ona:

_(i+1)i+ n(n2+1) ~ i(i;l)
zn(n+1)+i(i+1)
2 2

=%[i2 +i+n(n +1)]

PanaMaths [3-4] Juin 2008



Lorsque i =n, la troisiéme ligne du calcul ci-dessus donne :

(i+1)i+n(n2+1)_i(i+1)

=n(n+1).

n

Or, dans ce cas, Y max(i, j) Z max (n, j) Z n=n(n+1). Laformule que nous venons
j=0

d’obtenir est donc valable pour toutes les valeurs de i

Il vient alors :
n

izn: max (i, j)

[i2+i+n(n+1)]

Il
'M’
N |-

%(,Z:“IZJFZ_;‘H,ZO: n+1)
1(n(n+1)(2n+1) n(n+1) )
:E( 5 = +n(n+1)j
n(zgl)[(2n+1)+3+6(n+1)]
- n(:;)(sn +10)
_ (n+1)(4n+5)

6

On a ainsi retrouvé le résultat obtenu précédemment.

Résultat final

> 3 (i+ ) =n(n+1)

iznoljnomin(i, j)= n(n+1)6(2n+1)
.:o jio max (i, j) = n(n+1)6(4n+5)
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