On considéere une variable aléatoire X de loi de probabilité la loi
exponentielle de paramétre 4 (1>0).

On se propose dans cet exercice de déterminer I’espérance E(X) et la
variance de la variable aléatoire X.

On aadmet que I’'on a:

E (X) - T Ate~Adt = XI_i)er;tte—de
0 0

1. En procédant a une intégration par parties, calculer :
X
j Ate~*dx
0

2. En déduire E(X).

On admet maintenant que I’on a :
2
V(X)=E(X?)~(E(X))

:T /1t2e—ﬂdt_(E(x)j2
:[XgmeAtZeﬂtdxME(x)f

3. En procédant a une double intégration par parties, calculer :

X
I At2e~*dx
0

X
4, En déduire lim j/itze—/“dx puis V(X).
X—>+ooO
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Analyse

La loi exponentielle se préte a de nombreux calculs d’intégrale, comme autant d’entrainement
pour ce theme. Pour autant, le calcul de son espérance et de sa variance joue un rle un peu a
part du fait de I’importance de ces paramétres. On retiendra, par ailleurs, la simplicité des
résultats obtenus ...

Résolution

Question 1.

Posons :
e u(t)=t qui donne immédiatement u'(t) =1, continue sur tout intervalle de la forme
[0;x] avec xeR,.
e V'(t)=4e™" quiestcontinue sur [0; x]. On peut choisir : v(t)=—e™.
Une intégration par parties donne alors :

[atedt = [u(t)v'(t)de

X

=[u(t)v(t)] —_([u (t)v(t)dt

=[-te™ ]: —J.lx (—e)dt

0

X
=—xe ™+ j e dt
0

:_Xelx+|:_leﬂt:|
A

—ix_le—lx +l
A

=—Xe

vxeR,, [itedt=—xe ™ S
0 A )

Question 2.

X
) e _ . B 1 _ 1
Il convient de calculer ici : lim | Ate™™dt= lim | —xe ™ - = * += |,
Xrion g X—>+00 A A

Comme A >0, il vient: lim (Ax)=-+w0.

X—>+0
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X _1Ax
e/lx ﬁ eﬂx )

. X . )
Ona: lim (ix) =+ et lim — =0 (croissances comparées).
X >+ eX

X—>+0

Ona: xe ™=

On en déduit (composition) : lim % =0 etenfin: lim [% :;)X(j =0.
X—>+00 e X—>+00

A ] ] 1
Onaaussi: lim (Ax)=-+o et Xllm e =lim—==0.

X—>+00 X—>+00 eX

On en déduit (composition) : lim e =0 etenfin: lim (ie‘“j =0.

x—+0\ A

En définitive, on a (addition) : lim | Ate™*dt = lim (—xe‘iX —le‘ﬂX +1j :%.

X—>+00 ° X—>+0 /1 i

E(X)= [ Atedt =%
0

Question 3.

Posons cette fois :
e u(t)=t* qui donne immédiatement u'(t)=2t, continue sur tout intervalle de la forme
[0;x] avec xeR,.
e V'(t)=4e™" quiestcontinue sur [0; x]. On peut choisir : v(t)=—e™.
Une intégration par parties donne alors :

X

j;ttze‘”dt = [u(t)v'(t)dt

o

0
[—tze‘ﬁt ]0 - j 2tx(-e)dt
0

X
=—x’e ™+ 2_|.te‘ﬂtdt
0

On a, d’aprés la question 1 : J.te‘”dt _1 J' Ate #dt = i(—xe‘ﬂX —le‘*X +1J .
) A A )
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D’ou :

j/ltze‘”dt x%e ‘“+2j te “dt

=-xe ™+ 2( xe~ —ie‘“+lj

A A A
_ xe 7~ Lxe —%e‘“ +%
A A A
vxeR, J./ltze‘”dt x’e ™ Exe‘“—%e‘“+£2
A A A
Question 4.
ranra . o a1 a0 1)1 .
D’apres laquestion 2. ona: lim| —xe ™ ——e ™ +— |== et, de fait :
X—>+00 l i ﬂ,
lim 2[ xe‘“—le"%rij :%
X—>+00 j/ ﬂ ﬂ ﬂ
' X2 1 (ZX)Z
Par ailleurs, ona: x’e™* =—=—>—
e A° e

. X
Ona: lim (ﬂ ) +o0 et I|m — =0 (croissances comparées).
X—>+00 X—>+0 @

ax)’ ax)’
On en deduit (composition) : Iim( ) =0 etenfin: lim [iz( i(x) J:o.
X—>+00 e

e/lx x>+ | A
Finalement :
lim | At?e *dt = lim | —x%e™* +g(—xe"IX —le‘lX +1J = %
X—>+00 0 X—>+00 ﬁ ﬂ/ ﬂ l
lim /1t2e at = 2
X—>+00 /1

Il vient finalement :

V(X) =[ lim Xﬂtze‘tdtJ—(E(X))z =%—(%)2 =%

X—>+0
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Remarque : au-dela de la simplicité des expressions de I’espérance et de la variance, on
remarquera que I’espérance et I’écart type (o = V(X) = Z) sont égaux. Ainsi, lorsque I’on

observe des réalisations d’une variable aléatoire et que I’on constate que I’espérance et I’écart
type estimés sont tres proches, on peut légitimement envisager de modéliser la loi de cette

variable aléatoire par une loi exponentielle.
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