L ifior - x—1
Simplifier : arctanx—+1.

Analyse

x-1 © ya e
On peut « assez naturellement » poser f (x)= arctan—1 et penser a dériver f (la dérivée
X+

d’une fonction rationnelle est encore une fonction rationnelle et la dérivée de la fonction
arctan est elle-méme une fonction rationnelle). On doit simplement prendre garde au fait que
la fonction f n’est pas définieen -1 ...

Résolution

On considére donc la fonction f définie par :
R\{-1} —» |-Z;Z
(415

x-1
X = arctan ——
X+1

f:

La fonction xn—>X—_i est dérivable sur les intervalles ]—oo : —1[ et ]—1; +oo[ comme
X +

fonction rationnelle. La fonction arctan est dérivable sur R . On en déduit ainsi que la
fonction f est dérivable sur les intervalles |-oo; —1[ et |-1;+ o[ .

Pour tout x réel différent de -1 il vient alors :
f'(x):lx(x+1)_(x_1)><1 1

X

(x+1) 1+(x—1)2

X+1

1
(x+1)2 +(x—1)2
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X2+ 2X+1+ X2 —2x+1
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1

X2+l

=arctan'(x)

=2x
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Ainsi, les fonctions f et arctan admettent la méme dérivée. Elles different donc d’une
constante qui, a priori, n’a aucune raison d’étre identique sur I’intervalle ]—oo ; —1[ et sur

I’intervalle ]-1; +oo[ .
Sur ]—oo : —]{.

x-1
Ona: arctan—— =arctan x+C, .
X+1

ox=1 . X N . .
Ona: lim——== lim —=1, d’ou (composition et arctan continue en 1) :
X0 X4+  xo-o X

] x-1 T . ) s
lim arctan——= = arctan1=—. Par ailleurs : lim arctan x = ——.
X—>—00 X+1 4 X—>—00 2

On déduit de ce qui précede : %z —%+C1, soit: C, :37”.

Sur ]-1; +o[ .

x-1
Ona: arctan——=arctan x+C,.

X+1
.ox=1 . X N . . x-1
Ona: lim——== lim —=1, d’ou (cf. ci-dessus) : lim arctan——~ =arctan1= " . Par
Xo+0 X 4] x40 X X—>+00 X+1 4

X—>+00

. . T
ailleurs : lim arctan x ZE'

T

On deduit de ce qui précede : +C,,s0it: C, = e

(SIS

i
4

Résultat final

x-1
e Pour XE]—Oo;—l[,OnaZ arctan —— = arctan x+3—”.
X+1 4

x-1
e Pour xe|-1;+o[,ona: arctan—lzarctanx—%.
X+




