Résoudre :

arctan < +arctan X=1-7%
X Xx+1 4

Analyse

Rappelons que la fonction arctan est définie et dérivable sur R et bijective de R dans

il

Résolution

On pose : ¢(x)=arctan 1 +arctan x-1
X x+1

L x=1, . e
Les fonctions inverse et x — e étant respectivement définies sur R* et sur R\{—l} etla
X+

fonction arctan étant définie sur R, la fonction ¢ est définie sur R\{-1,0}.

. . Xx-1, , . . .
Les fonctions inverse et x = —1 étant dérivables sur tout intervalle de leurs domaines de
X+

définition respectifs en tant que fonctions rationnelles et la fonction arctan étant dérivable sur
R, la fonction ¢ est dérivable sur tout domaine de son ensemble de définition, en particulier

sur J—oo; =1, ]-1;0[ et ]0;+oof .

Pour tout réel x de R\ {-1, 0} on a alors (dérivation d’une somme de deux fonctions
composées) :

Ix(x+1)—(x-1)x1
11 x(xel)=(x=Dxd 1

(”'(X):__zx 2 2 2
X 1+(1j (x+1) 1+[X—1j
X X+1
I S SR S S 2
x> +1 (x+l)2 (x—l)2 x*+1 (x+1)2+(x—1)2
1+ 5
(x+1)
1 2 1 1
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On en déduit que la fonction ¢ est constante sur chacun des intervalles |—oo; —1], ]-1;0[ et

]0; +oo[ (mais il n’y a aucune raison & priori que les trois constantes soient égales !).

Pour déterminer les constantes correspondant aux valeurs prises par ¢ sur les intervalles
]—oo : —1[, ]—1; 0[ et ]O ; +oo[ , on peut donner des valeurs particuliéres a x ou raisonner sur
des limites.

Ona: lim i =0 et donc, la fonction arctan étant continue en 0 : lim arctanl =arctan0=0.

X—>to0 X X—>too X

. .ox=1 . X . , .
Par ailleurs : lim —= = lim = =1 et donc, la fonction arctan étant continue en 1 :
X% X +1 X—>%o0 X

) x-1 T
lim arctan——==arctanl=—.
Xt x+1 4

- 1 x-1 =«
Ainsi, P VXe|-o; -4 U|0; , =arctan — tan ——=—.
insi, ona: Vx e J-o0;=1[U]0; +oo[, ¢(x) =arc anX+arc anx+1 1

1 . V4 N . . 1 V4

Ona: lim==-o et lim arctan x=—=—. D’ou, par composition : limarctan—=——.
xa(gJ X X—>—0 2 xa(gJ X 2
X< X<

. .o x-1 . , .
Par ailleurs, lim——= = -1 et donc, la fonction arctan étant continue en -1 :

g X

. T

lim arctan x = arctan (—1) =-=,

X—>-1 4
Ainsi : Iim(arctan£+arctan X—_lj I r_ —3—7[.

X0 X Xx+1 2 4 4
Finalement : Vx e ]-1;0[, ¢(X) = arctan L + arctan X+ = —3—7[.
X X+1 4

Résultat final

1 x-1 =«
arctan;+arctanmzz<:> X e ]-o0; - U]J0; +oo

Compléement

Ce résultat permet d’obtenir de jolies relations ...

. 1 1
Par exemple, avec x =2, on obtient : arctan >t arctang :% :

Avec x =-2, on obtient : arctan iz +arctan3 = % , Soit ; arctan 3—arctan % = % .
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. . 1 -1
On peut aussi exploiter vx e ]-1; 0[, ¢(x) = arctan = +arctan X_l = —37” .
X X+

Par exemple, avec x = —% il vient : arctan(—2)+arctan(-3) = —37” , SOit :

arctan 2 +arctan3 = 37”

PanaMaths Aolt 2014



