Simplifier :

cos| arctan sin(arctan %]

Analyse

Si I’exercice ne presente pas de difficulté particuliere, il convient cependant de se montrer
précis sur les fonctions considérées, en particulier sur les signes et valeurs prises. Le premier

travail consiste a exprimer simplement sin| arctan— | en fonction de x.

X

Résolution

Commencons par un calcul préliminaire ...
En utilisant le fait que les fonctions sinus et arctangente sont impaires et que la fonction
cosinus est paire, il vient, pour tout x réel non nul :

. 1 . 1
cos| arctan| sin| arctan| —— =COos| arctan| sin| — arctan
X

. 1
=CO0s| arctan| —sin| arctan—
X

1
X

= Cos| —arctan (sin (arctan

1
=Cos| arctan| sin arctan
X

On peut donc se limitera x> 0.

Dans ce cas, on a € = arctan— 1 e |0;=| . Parailleurs : tan@ :ﬂ =1.
X 2 cosfd X

On cherche siné.

Comme ae}o;%{, ona cosé >0 etdonc cosd =+/1-sin’@ .

D’ou : _sno 1 puis x*sin® @ =1-sin’@ et, enfin : sin 4 = 1 =
J1-sin?@ X 1+x
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Comme He}o;f{,onasin9>0 etdonc: sin@d = .
2 1+ x?

- . . o . 1 1
Ainsi, pour tout réel x strictement negatlf, ona: Sin (arctan —J = =

X 1+x

_ . 1 1
Posons alors : o =arctan| sin| arctan = | |=arctan :
X 1+ X2

On cherche cosc .

Comme x >0, on obtient immédiatement

! <1.Ainsi: e}o;f[ et on en déduit :
1+ X 4

cosa >0 et sina >0.

1  sina +1-cos’a dol - 1 1-cos’a
J1+x2 cosa cos o “1+x* costa

2

Ona: tana =

1+ x°
~.

. 1+x
Onentire: cos®a = > et, comme cosa >0 : cosa=
2+ X 2+ X

2
Finalement : cos(arctan [sin (arctan EDJ =, / 1+ X2 .
X 2+X

D’apreés le calcul préliminaire, ce résultat est valable pour tout x non nul.

Résultat final

Pour tout x réel non nul :

) 1 1+ x°
cos| arctan| sin| arctan — = >
X 2+X

Complément

La fonction ¢: x+— cos(arctan [sm (arctan —DJ est définie sur R* tandis que la fonction
X

1+ x°

2+ X

X est définie sur R..

2
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. . 1 - . . S . .
On a facilement : Ilng arctan— = > puis, en utilisant la continuité des fonctions sin, arctan et
X—>! X

x>0

CoS : Iingsin (arctan lj =1, Iing arctan (sin (arctan ED =arctanl :% et
X—> X X—> X

x>0 x>0

. . ( l] z 1
limcos| arctan| sin| arctan — =C0S—=—=.
x—0 X 4 \/E

x>0

La fonction ¢ étant paire, on peut, d’apres le résultat précédent la prolonger par continuité en
0. On peut ainsi définir sur R une fonction ¢ de la fagon suivante :

cos[arctan (sin [arctan EJD six=0
X

QX
=3 six=0
V2
. . 1+ x?
Dans ces conditions, ona: VxeR, ¢(x)= Sl
+X

(-5.65, 1.27)
125

0.65

(5.46, 0.63)
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