Soit Ae,//n(R).
On pose : HAH= tr(tA.A).

1. Montrer que | | est une norme.

2. Montrer que : (A, B)e(-4(R)) . |AB| <[Al|8].

Analyse

Cet exercice permet d’etudier une norme matricielle classique. Les calculs peuvent étre un
peu longs mais I’identification d’un certain produit scalaire permet (1°® question) d’étre
beaucoup plus efficace.

Résolution
Préambule

Posons Az(aij);jll;ﬂ] et B= tA'A:(b”)ijiqlllﬂnn]}]'

Pour tout couple (i, j) dans ([1; n]])2 ,onaalors : b, :Zn:akiakj :
k=1

n

n
Pour i=j,onaalors: b, =) aa,=> a;.
k=1

k=1
n n n
Dou: tr(*A.A)=>b; = Z( afij =>a:.
i=1 i=1 \ k=1 i
En définitive, tr(t A. A) est la somme des carrés des éléments de la matrice A (résultat a
connaitre)
Question 1.

Le préambule peut nous faire penser a I’application :
A (R)x. 4 (R) > R
(A B)tr(‘A.B)
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En effet, avec Az(aij)i'emlmlh et B :(bij)i'E[{[l;n]}l, on a facilement : tr(‘A.B):Za b

]

ijj ot
je1 jell;n

On vérifie facilement qu’il s’agit d’un produit scalaire

Ainsi, || || n"est rien d’autre que la norme associée a ce produit scalaire.

On peut également procéder directement en se ramenant a la définition d’une norme.

On a clairement, d’apres ce qui précéde : VA< .7 (R), tr(‘A.A)>0. On en déduit alors :

VA< 4 (R),|A|=tr(*A.A) =0

On a ensuite :
|A|=0
PEN tr(‘A.A)zo
<:>tr(‘A.A):0
> al=0
ij
= v(i, j)e([Lin]) a2 =0
=v(i, j)e([t;n]) . a,=0
< A=0

Pour toute matrice A dans . (R) ettoutréel 2,0ona:

2
b= [Slea) = [T = FEa =l [Ta =i

Considérons enfin deux matrices A et B dans .7 (R).

On veut comparer |A+B| et |A|+|B] . La norme considérée faisant intervenir une racine

carrée, nous allons comparer en fait |A+B| et (||A||+||B||)2

En reprenant les notations du préambule, on a: [|A+BJ|= /Z(aij +b; )2 .
i

Do : |A+B[f =Y (a;+b) =Y al+ Y bi+2Y ab; .
ij ij ij ij

Par ailleurs : |A|+[B|= D> ai+ D bi.
i, ] i
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D’ou: (|A|+[B])’ [\/zTH J za,,+zb2+z\/;75x > b2

Ainsi, comparer | A+ B|f et (||A|+|B])° revient a comparer Za b, et > aix [>bl.
i i

Si lasomme ) ab; est négative, on a immédiatement : > ab, < > alx >
(] i, ] i ]

Supposons donc : ) a;b; >0. Dans ce cas, NOUs Pouvons encore comparer les carrés :
=

2 2 2
( Zaﬁx ij] —[Zaijbij] =Za§be§—[ZaﬂbﬂJ
1] 1) 1] [y [y )
=Y aly- (Za2b2+( )Z(:k I)aijbijak,bk,J

ikl i]

ZZTN 2. abi-D 8 - > abab,

(i )=(k.1) j (i §)=(k.1)

= > (ahy aklbii)2
(i )k,

2 2
Ainsi,ona:( > alx Zbﬁ] —(ZaijbijJ = > (aijbk,—ak,bij)zzo.
i i i

(i (k1)
2 2
On en déduit alors : [Zaijbijj s( D afx Zbﬁ} puis: Y a;b, < > aix > b2,
i i i i i i
Dans tous les cas, on a donc : Za” > alx [>'b? etonen déduit :
i i
2
[A+BIF < (Al +[8])

Finalement, on a I"inégalité triangulaire : | A+ B| <||A|+|B| -

On déduit des résultats précédents que || | est bien une norme sur .7 (R).

| | est une norme sur .7 (R).

Question 2.

Soit A et B deux matrices dans ./ (R).
Posons C =(c;)=AB.
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2
ona: o - - X[ Tan, |
1]

ij

Soit alors i et j fixés.

2
Montrons que I’on a: (Z aikbij <> arxy bl
k

k

On a, par exemple :

2
Zaii X Zbu? _(Zaikbkjj = Zaiibu? _Zaikbkjailblj
k I k kI kI
= Zaiibu? - Zaikbkj ailblj
k=l k=l

= > (aibj +aibg ) -2 abab,
k<l k<l

= ;(aikblj - aikblj )2

2
Comme > (a,ky; —a,by )2 >0, on a bien : (Zaikbij <>alx> bl
k |

k<l k

Il vient alors :

2
foF - X[ Tab, | <3 Zai 38 |- Toi Tt -1 xlef

i k k |

On pouvait également considérer le produit scalaire canonique de R" ( | ) en posant
a=(ay, &, ... a,) et b=(blj,b2j,...,bnj) ;

Zaikbkj = (a | b)
k
Dans ces conditions, I"inégalité de Cauchy-Schwarz s*écrit : (a|b)” <[]’ x|b|", c'est-a-dire :
2
(Zaikbkjj AN
k k |

C’est I’égalité cherchée.

Finalement :

|AB]<[Al<|8

Cette deuxiéme propriété fait de | | une norme matricielle. Il s’agit de la norme de
Frobenius.
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