Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Sur //n(K) (K=R ou C), on définit | | comme suit :
pour tout M =(my |, [M|_=sup m.j‘
o 0

1. Montrer que | |, est une norme.

2. Montrer que : V(A, B)e(%(K))Z,HABHwSanAwaHBHOO.

Analyse

Un exercice classique qui permet de s’entrainer un peu a la manipulation des « sup » ...

Résolution
Question 1.
On a immédiatement : VM =(m; )€ . (K), |my|=0. D’ou sup|m|=|M]|, >0.
¥
Par ailleurs, on a :
M1, =0 < supl, <0
]

s v(ij)e([1;n]) m|=0
= v(i,j)e([L:n]) m =0
< M=0

Soit maintenant 2 €K et M =(m;)e #(K).Ona: AM =(im).
Immeédiatement : (i, j) & ([1; n]])2 : ‘lmij‘ =|/1|x‘mij‘, puis

Jina ], =suplam, |- 2 xsuelm, |~ i,
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Enfin, on considére deux matrices M =(m; ) et P=(p; ) dans . (K).

Ona: M+P=(m;+p;).

Onaalors: V(i, j)e([1; n]])2 : ‘mij + pij‘s‘mﬂ‘+‘ pij‘ Ssil,l,-p‘m”‘JrSij‘p”‘ =[m|, +|P]. -
D’ou s_u_p‘mij + pij‘s”M I +[P[, . cest-a-dire: [M +P|_<|m|_ +|P|. -

L’inégallf'tjé triangulaire est ainsi vérifiée.

Les résultats précédents nous permettent de conclure :

| || estunenormesur .Z(K).

Question 2.
On considére deux matrices A=(a;) et B=(b;) dans . (K).

Ona: AB=C =(cij)=(kzn_;aikbkj .

Onaalors:

MOIEIEELIINEIENAE ELHES JENETY
< suplay xsuplo,| = 3 A, <[B]. =nx |l [8].
k=1 1] L] k=1

Dol : sup‘cij ‘ <nx|A|| x|B], . cest-a-dire : |AB| <nx|A| x|B]|. .
i

Le résultat est établi.

V(A B)=c(4(K))", |AB], <nx|A] [8],
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