Soit a et b deux reels strictement positifs tels que : O<a<b.

Montrer que I’'on a :
vxeR’, ae™ -be ™ >a-b

Analyse

Une manipulation simple de I’inégalité proposée permet de ramener le probléme a celui de la
monotonie stricte d’une certaine fonction ...

Résolution

Soit donc a et b deux réels strictement positifs tels que 0<a <b. Leur produit est également
strictement positif et pour tout réel x strictement positif, on a :

ae ™ —be®>a-b
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Soit alors x un réels strictement positif quelconque fixé.
On considere la fonction ¢, définie sur R’ , par :

it p(t)= e~ —}:}(e’Xt —1)

t t t

La fonction ¢ est dérivable sur I’intervalle R”. comme produit de deux fonctions qui y sont
elles-mémes dérivables. Pour tout réel t strictement positif, on a :

p'(t)= —tlz(eXt —1)+%><(—x)eXt = —tiz(eXt ~l+xte™)= —%(D(t)

La fonction @ est définie et continue sur R et on a facilement : CD(O) = |tlr’g tl)(t) =0.
t>0
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Par ailleurs, elle est dérivable sur R (et donc, a fortiori, sur IR, ) en tant que somme de
fonctions dérivables sur cet intervalle. Pour tout réel t, on a :

O'(t)=-xe ™ —0+xe " —x’te =—x"te™

Ainsi, pour tout réel t strictement positif, ona : ®'(t) <0. La fonction ® est ainsi strictement

décroissante sur R, . Comme ®(0) = Itirgdb(t) =0, on en déduit alors que la fonction ®
t>0

prend des valeurs strictement négatives sur R’ . On en conclut finalement que I’on a :
@'(t)>0 sur R’ . Ainsi, la fonction ¢ est strictement croissante sur R, .
On a alors pour tous reels a et b strictement positifs :

e 1 e™
b by =
a<bop(a)<ph)e ——=<—

—%<:>a—b<aebx —be ™

Le résultat étant établi pour un réel x strictement positif quelconque fixé, il est valable pour
tout x réel strictement positif.

Résultat final

Pour tous réels a et b strictement positifs tels que O <a<b,ona:

vxeR,ae™ -be™ >a-b
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