Soitnreels (n>2) a,a,,...,a, verifiant : 1<a <a, <...<a,.

1. Montrer que pour tout réel a strictement supérieur a a,, il existe un
unique réel x, solution de I’équation :

a+aj+..+a; =a*
2. Pour a et b tels que a, <a<b, comparer x, et x,.

3. Déterminer lim x, puis lim (x;Ina).
a—>+0 a—>+0

Analyse

L exercice permet en fait d’étudier la solution strictement positive (le réel x,) d’une équation

en fonction de I’un de ses parametres (le réel a). La derniére question permet, en particulier,
d’obtenir le comportement asymptotique de cette solution.

Résolution

Question 1.

On a immédiatement :

X X X X X X

+a, +...+a a a

af+a§+...+a:=ax<:>a12—x”:1<:>(ﬁj J{_ZJ +_,,+(_nj =1
a

Soit alors la fonction @, définie sur R, par :

X X X
& &, a,
O (X)=|—=| +| = | +..+4| —
=) +(%) (3
La fonction @, est continue sur R, comme somme de fonctions continues (en tant que

fonctions exponentielles) sur cet intervalle.

Par ailleurs, la fonction @, est continue sur R, comme somme de fonctions dérivables sur
cet intervalle et on a, pour tout réel x positif :

oo B2 w2zl
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L . a .
Pour tout entier i dans [[1; n]], ona: 0< & <1 etdonc In (—') < 0. Par ailleurs, on a
a a

X X
, a. , - n a. a.
également : (—'j > 0. On en deduit que chague terme de la somme ZIn (—'jx(—'j est
a = a a

strictement négatif et, finalement : @, '(x) = z In (ﬁjx (ﬁj <0.
=\ a a

La fonction @, est donc strictement décroissante sur R, .

0 0 0
Ona: d)a(o)z(ﬁj +(ﬁj +...+(3J =1+1+..+1=n>1 (par hypothése sur n).

a a a
(ﬁJ =0 etdonc:

o a, o :
Comme, pour tout entier i dans [[1;n],ona: 0<—<1, il vient lim
a

a X—>+0

lim @, (x) = lim > In[ & ][ & 0«1

X—>+00 a X—>+00 i a a
D’apres ce qui précede, la fonction @, définit une bijection de R, dans ]O ; n] et comme
0<1<n, on en deduit finalement qu’il existe un unique réel x, strictement positif solution de
Iéquation : @, (x)=1. Le résultat est ainsi établi.

L’équation a +a; +...+a* =a* admet une unique solution dans R .

Question 2.

Soit a et b deux réels tels que a, <a<b.

D’apreés la question précédente, on a:

dDa(xa):(%jxa +(%T +...+(%‘jxa =1 et (I)b(xb)z[%jXb J{%Tb +...+[%]le =1

On aaussi :
D, (% )—(—aljx"{—% )Xb+ +(—a“ j
A\ a a T la

Cat+ay+..+a’  at+a’+.+ay y b
- a® - b* a®

% 1 a% % % X
:al +ay +..+a, X(Ej Z(Db(xb)x(gj
N a
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a a
stricte de la fonction @, :

Xp
Comme on a E>1 et x, >0, il vient (Ej >1. D’ou, en tenant compte de la décroissance

D, (%,)>1e D, (%,)>D, (X)X <X,

Ainsi, a, <a<b=x, <X,.

Question 3.

Soit ¢ la fonction définie par :
A]ay s+ >R}
Q.

ar X,

D’aprés la question précédente, la fonction ¢ est strictement décroissante. Etant minorée par
0, elle admet donc une limite finie en +oo.

Ona:na‘'<a‘'+a, +..+a <na, = nNa" <a" +a, +..+a; <na-, c'est-a-dire :

na," <a“ <nay

X

D’om‘12$<1<na"a soit:n(ij <1<n(5j puis :
a

a* L a

a
Inn+x, In(ﬁ]<0<lnn+xa In(—”j
a a

. a . o .
En tenant compte du fait que In (i] et In (—”J sont strictement négatifs, on obtient
a a

finalement I’encadrement suivant :

Inn Inn
<X, <

) ela)

L . a . a - a . a
On a immédiatement : lim — = lim — =+o0 puis lim In[—j: lim In[—j=+oo.

a—>+wo al a—>+wo an a—>+wo a1 a—>+o a

n

, , Inn . Inn ,
Onaenfin: lim = lim =limx, =0.

a—>+w a a—>+o a a—>+wo
In| — In| —
a a,

limx, =0

a—>+0




In nn )
L’encadrement ——— < X, <——— nous donne également :

Inn Inn
———Ina<x,Ina<———=Ina

a a

In| — In| —

8 a,
. Inn Inn
Soit : in Ina<xalna<W.
1- & 1- &,
Ina Ina

Comme lim (1_Iln_a1j: lim (1—'{]&j=1, il vient finalement : lim (x, Ina)=Inn.
na

a—>+o na a—>+o0 a—>+o

lim (x,Ina)=Inn

a—>+w
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