Etudier la série de terme général :
n*+3n2+n
n*+2n2-n+1

u,=In

Analyse

On doit d’emblée remarquer que I’argument du logarithme népérien est une fraction
rationnelle en n dont le degré du numérateur est égal a celui du dénominateur.
On exploite cette remarque de deux manieres :

e D’une part, on montre qu’a partir d’une certain rang, ona: u, >0 ;

e Drautre part, on peut trouver un équivalent de u, au voisinage de +o.

Résolution

Ona:

n*+3n°+n>n*+2n*-n+l<n*+2n-1>0
On trouve facilement les racines du polyndme X2 +2X -1 : —1-+/2 et -1++/2.

4 2
Comme ~1-+2 <0 et ~1++2 €]0;1[, ona: VnEN*,WH.
n“+2n“—n+1

4 2
. n°+3n“+n
D’ou: VneN*In—(——F——>0.

n“+2n°-n+1

Finalement: Vne N*,u, >0.

On a donc affaire a une série dont le terme général est strictement positif pour n>1.

Effectuons la division du polyndme P(X)=X*+3X?+ X par le polynéme
Q(X)=X*"+2X? =X +1.

On obtient immédiatement :
P(X)=X*+3X%+X
=(X*+2X? =X +1)+ X* +2X 1
=Q(X)+X*+2X -1
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Onaalors:

n4+3n2+n _(n4+2n2—n+1)+n2+2n—1_ N n2+2n_1

n*+2n>-n+1 n*+2n>-n+1 n*+2n>—n+1

n’+2n-1
n*+2n°-—n+1
(rapport des termes de plus haut degreé).

Au voisinage de +oo, le rapport est un infiniment petit équivalenta —
n

n+2n-1

On en déduit alors que In| 1+ —————
n"+2n°-n+1

, - 1 .
est également équivalent a —- au voisinage de
n

+00 .

- L. L .1 - 1
Comme les terme général de la série ) u, est équivalenta — et que la série > —
n n
converge, on en déduit finalement :

D u, converge

Résultat final

4 2
- s n"+3n°+n
La série de terme général In——————

> est convergente.
n“+2n“-n+1
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