Etudier la converge et, le cas échéant, calculer la somme de la série de
terme géneral :

U, =Inn+aln(n+1j+bin(n+2)

ou a et b sont deux parametres reels.

Analyse

Dans un premier temps, il convient de s’intéresser a lim u, (il faut que cette limite soit nulle
n—-+oo

pour qu’il y ait convergence). Dans un second temps, on peut rechercher un équivalent de u,
en +oo ...

Résolution

On a d’abord, pour tout entier naturel n non nul :

u, =Inn+aln(n+1)+bin(n+2)

=Inn+a|nn+a|n(1+£}+blnn+b|n(1+g]
n n

=(l+a+b)lnn+a|n(1+%j+bln(l+§j

Pour tout couple (a,b) deréelstelsque 1+a+b=0,0na: limu, =0 etlasérie de terme

n—+o0

géneral u, diverge grossiérement.
Nous supposons donc, a partir de maintenant, que I’'ona: 1+a+b=0.

Nous pouvons donner un développement limité de u, au voisinage de +oo :

u, =a|n(1+£}+bln(1+3j
n n

a+2b a-+4b (1]
= — 7 +0 _
n 2n
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Pour tout couple (a, b) de réels tels que a+2b =0, u, vadonc garder un signe constant a

o, . a+2b
partir d’un certain rang etona: u, ~ .
+00 n

La série de terme général u, est donc de méme nature que la série harmonique. Or la série

zi diverge. On en déduit que Y u, diverge.
n

On suppose maintenant que I’'ona: a+2b=0.

Comme on avait déja 1+a+b =0, les réels a et b sont les solutions du systéme :
a+b=-1
a+2b=0
On obtient facilement: a=-2 et b=1.

2

. - . . 1 1
Le développement limité obtenu ci-dessus se récritalors : u, = ——2+o(—j.
n n

1

u, va donc garder un signe constant a partir d’un certain rangetona: u, ~—— .

+00 n
- - R . 1 - 1
La série de terme général u, est donc de méme nature que la série » —-. Or la série Y —
n n

est une série de Riemann convergente. On en déduit que Zun converge.

n
On a alors, en posant S, = Zun
k=0

Sn:Z:un
k=1
=Y -2In 1+1 +In 1+E :—ZZIn—kJrl+Zln—k+2
— k k k

k=1 k=1

:—ﬂ{ﬁ%}ﬂ%ﬁ%}z—zm n+1)+ [lk_[ k+2k+k1+1)]

k=1 k=1

X

=—ZM(n+1y+m(3X2 4x3 5x4 X(n+1): (n+2ﬂn+n]

1x2 2x3 3x4 "'(n—D n(n+1)
1
Z(n+1)i(n+2)! I
=1In 1 2+In2 =In ! 2—In2+|n(n+2)'
(n+1) n!(n+1)! (n+1) n!
=—In2+In{(n+2)(n+1)|+In
[(+2)(n+1)] eI
:—In2+|nan
n+1
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On a immédiatement : lim n_+2= lim E=1 etdonc: limin nLZ =In1=0.
n>+o N4+1 n—+» N—>+0 n+1

+00
Finalement: » u, = lim S =-In2.

nN—+co
n=1

Résultat final

La série de terme général u, =Inn+aln(n+1)+bln(n+2) converge pour (a;b)=(-2;+1)

+00
etonaalors: > u, =-In2.
n=1
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