On considere la série de terme géneral :

n4 +cosn

1. Lasérie > u, est-elle absolument convergente ?

n
2. Etudier la nature de » u, (indication : on posera uj =@+vn).
n4

Analyse

On a affaire a une série alternée dont la valeur absolue du terme général n’est pas
décroissante. Dans la premiére question, on trouve un équivalent simple de |un| qui permet de

conclure rapidement. Dans la deuxieme question, on écrit u, sous la forme d’une somme et
I’étude de Zun se raméne a celle de deux series.

Résolution

3 3
1. Ona facilement 04 +cos0=0+1=1 et 1* + cosl=1+cosl>1 (car 0<1<%).

3
Par ailleurs, la fonction x — x* est strictement croissante sur ]1; +oo[ etona:
3
VX e ]1; +oo[, x* >1. Comme, pour tout x réel, ona: —1<cosx <1, il vient finalement :
3
YneN* n*+cosn>0

En définitive : Vne N, |u,[=—————

n4 +cosn

On a également, pour tout entier naturel n non nul :

WneN*, fu|= ot

- 3
n* +cosn n4[1+ COSH}

3

n4

PanaMaths Novembre 2008




3 3
Commeona: VneN* —1<cosn<let limn*=+o, il vient: lim (n4|un|j=1. Soit :

n—>+o0 N—>+o0

1
|un|;;_3'
n4
Mais la série 2—3 est divergente (série de Riemann et 3 <1). On en déduit que la série
n* 4
D "|u,| est également divergente.

La série Zun n’est pas absolument convergente.

N -1y’
2. Comme indiqué, nous posons : unz( 3) +V, .

n4
Onaalors:
n n n
(Y _ () (Y g -cosn e cosn
Vo =U, — 3 T 3 - 3 _(_) 3 3 _(_) 3
4 4 4 4| e > cosn
n n“+cosn n n [n +cosnj n2| 1+
n
. cosn 1
Onentire: |v,|= [cosn) <
3
> cosn > cosn
nN211+—=—1| n?2{1+—
n* n*
1 1 - . 1 3
Or, ——————= ~— etlasérie de Riemann Z—s est convergente (= >1). Onen
2. cosn | ne n? 2
n2|1+-—
n

déduit que la série Z— converge puis qu’il en va de méme pour la série

2|, cosn

n2il1+—

n4

2.lval-

La série Zvn étant absolument convergente, elle est convergente.

(1)

Par ailleurs, la série Z est une série alternée.
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On a facilement lim (-1 = lim —=0. D’apres le critere spécial des séries alternées,

n—+owo § n—+o E
n* n*
. o (D)
on en déduit que la série Z 3~ converge.
n4
P ) cries S
Enrésumé : u, =-——+V, et les séries Z—s et Zvn convergent. On peut alors en
n* n4

conclure que :

La série ZUH est convergente.

Résultat final

)

3
n* +cosn

La série de terme général u, = converge.
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