Soit S'u, la série de terme général :
n

i
(1+ x/i)(1+«/§j(l+\/§)...(l+Jﬁ)(1+\/n—+1j

Un

1. Etablir la convergence de > u, .

+00
2. Calculer » u, (on introduira la suite (a,) telle que pour tout entier
n=0

naturel n : a, =(1+\/n +1jun).

Analyse

Une situation intéressante ou I’établissement de la convergence de la série est plus délicat que
le calcul de sa somme (d’ou la premiere question ...). Malgré une certaine simplicité
apparente de I’expression de u,, la présence des racines carrées perturbe un peu cette vision
des choses. Pour s’en convaincre, nous montrons d’abord que la régle de D’ Alembert ne
permet pas de conclure quant a la convergence de ZUn .

Résolution

Question 1.
Notons d’abord que nous avons affaire a une série a termes (strictement) positifs.

Malgré la présence des racines carrées, nous sommes dans un « monde » essentiellement
multiplicatif.

Pour étudier la limite de la suite (u, ), nous pouvons considérer la suite (v, ) telle que pour
tout entier naturel non nul :

Jnt .
(1+ x/i)(1+ \/E)(1+ \/ﬁ)(1+ M)

v, =Inu, =In
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On a immédiatement :

=In Jnt
" (1+\/1)(1+\/§)...(1+\/ﬁ)(1+M)

Ik

=ln—<—— In(1+\/F)
[1(2+Vk)

=In kil 14:/1(_& —In(1+ M)

=—In 1k k—ln(1+\/m>
ka1 VK

+ij— In(1+ M)

%\H

j In(lm/F)

La série Zln(lJriJ est une série a termes positifs et on a : In(1+ ! j i.

NG Ny
1

Comme la série Z 7 est une série divergente, il en va de méme pour ZIn[H—J et on
n

1
lim ) In|1+— [=+0.
naw:z ( /kj
Enfin,ona: lim (1+\/n+1)=+oo etdonc: lim In(1+\/n+1)=

N—>+o0 n—>+0

En définitive : limv, = Iim{ Zln(1+—j In(1+\/ﬁ)}

n—>+o0 N—>-+%

Il vientdonc: limu, =0.

n—+o00

Pour la suite de I’étude, il semble assez « naturel » d’explorer la regle de D’ Alembert.
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Pour tout entier naturel n, nous avons :
(n +l)!

(1+\/_)(1+\/_) (1+M)(1+M)

un+1
u

n

] o)

e, (e ). o))
Jn! (1+\/—)(1+\/_) (1+M)(1+M)

1
N+lx—m———
1++/n+2
_ Wn+1
1++n+2
On a alors, pour tout entier naturel n non nul :

1 1
un+1_ Vn+1 _ \/ﬁ l+ﬁ _ 1+H
u  1++vn+2 1 2

v \/ﬁ[1+\/1+2J —=4, 1+
n n n n

ﬁ

Comme I|m——I|m E—O ona: lim,/1+==lim 1+§_ lim —+ /1+z =1.
n—-+oo \/_ N—>-+o0 N—+o0 n n—-+oo n n—-+o0 n

. .u
Finalement : lim L =1,

n—>+o |
n

Nous ne pouvons donc pas conclure.

Nous allons chercher maintenant a majorer u, par le terme général d’une série convergente.

Comme nous I’avons noté dans le calcul de lim u_, le facteur 1++/n+1 joue, en quelque

n—+o00

sorte, un role particulier. Nous allons donc nous intéresser au produit :

(1+\/i)(1+\/§)...(1+\/ﬁ)
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Ona:
(1+\/i)(1+\/§)...(1+\/ﬁ)=1+(\/i+\/§+ 3+...+Jﬁ+\/ﬁ)
+(x/ix/§+«/1x/§+...\/ﬁ\/ﬁ)

Vix2 V1x3 Vx4 T [(n-1)xn

Jal il fj
N RN RN N

+J/n!

Yt Vnt Vit Jn! - n_
Jx2  Jix3 x4 '"+,/(n—1)xn’qulcomloorte [ZJ_

particulierement intéressante :

(1+\/i)(1+\/_) (1+\/_) Jnt \/_ + Jnt +..+ Jnt

[rrr+mJ
2

La somme

n(n-1)
2

termes, est

2 ks a7 fn-ten
>n(n_1)>< \/m —1 -1)x !
2 \/(n—l)xn_Z (n-1) nn!
Il vient alors :
. i
(1+ﬁ)(1+¢§)...(1+ﬁ)(1+ﬁ)
i ] i
(1+ﬁ)(1+\/_) (1+f) ledn+t
1 . Jnto 2
;/7(”_1)“@ Ln+lJ(n-1)xnx(1+vn+1)
On a immédiatement : ﬁ)xn;% et ﬁ;%
On en déduit : 2 2

w/(n—l)xnx(l+ﬁ);°n—%.

Or, la série 2—3 est (a un facteur multiplicatif 2 prés) une série de Riemann convergente.
n2
On en déduit finalement :

La série D u, converge.
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Question 2.

La suggestion de I’énoncé « découle » de la remarque faite précédemment quant au facteur
« 1++/n+1 » apparaissant dans I’expression de u,,.

Avec a, =(1+ M)un, il vient, pour tout entier naturel n :
a,,—a, =(1+ M)um—(u «/ﬁ)un
_ (n+1)! ~ Jn!
(1+\/7)(1+\/7) (1+\/_)(1+ n+1) (1+ﬁ)(1+\/§)...(1+\/ﬁ)(1+\/ﬁ)
m (1+\/F)\/m
(1+f)(1+f) (1+I)(1+ n+1)

(1+x/i)(1+x/—) (1+Jﬁ)(1+ﬁ)

—/n!

:(1+x/i)(1+x/—) (1+\/ﬁ)(1+\/F)

= —un

Ainsi, pour tout entier naturel n :
u=a,—-a.,

n
En notant alors classiquement : S, = Zuk , il vient :
k=0

S _zuk Z ak+1):a0_an+1

k=0

Comme a, = (1+\/0+ )uo (1+xf) \/}—1 on a finalement : S, _Zuk_l a,,
+

A la question précédente, nous avions pose :

i Jni
(1+ \/_)(1+ \/E)(l-i- \/ﬁ)(1+ M)

Jk
= InH— In(1+\/F)
(1K)

k=1

v, =1

C'est-a-dire : v, =Ina, — In(1+ n +1).
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. e e 1 < .
Nous avions établi : lim > In (1+—j =+o0, C'est-a-dire lim (—~Ina, )= +o.
k=1

N—+o0 4= /k n—+w

Nous en avions alors conclu : lim Ina, =— etenfin: lima, =0.

n—>+o0 N—>+o0

n
En passant alors a la limite dans I’égalité S, = Zuk =1-a,,,, il vient finalement :

k=0
n ~+00
limS, =1lim ) u =>u =1-0=1
n—+w n n%+w; k ; k
+00 [nl

2 ) o 2) (e ()
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