Soit > u, lasérie de terme genéral :
1
Up=—"—
nz(n +1)

1. Etablir la convergence de > uj.

+00 +00 1 7[2
2. Calculer > u, (ondonne » = =--).
n=1 k=1k 6

Analyse

La convergence ne pose pas de difficulté particuliere car on a un équivalent trés simple du
terme géneéral. Pour ce qui est du calcul, on méne une décomposition en éléments simple de la
fraction rationnelle correspondanta u,,.

Résolution

Question 1.

+00

La serie Zun est une série a termes positifs et on a immédiatement : u, ~ F. La série de

Riemann Zk_l“ étant convergente (4 >1), la série Zun est elle-méme convergente.

La série Zml)z est convergente.
+1

Question 2.

La décomposition en éléments simples de f (X )= > est de la forme :
X?(X +1)
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on aalors : g(x):Xzf(X)z(Xll)z :AX+B+X2[XC 1+(XD1)2J
N + +

- =A><0+B+02[£+ b 2},soit B=1.

Pour X =0, on obtient :

(0+1) 0+1 (0+1)

Puis: h(X)=(X +1)° f (X ):Xiz +1)° (—+—j+c (X +1)+D.
A

Pour X = {—1 ] 1+1)+D soit D=1.
On aensuite : Xf (X)= ;—A+E+ DX

X (X +1) X X+1 (X +1)
D’ou: lim X f(X)= lim %zO: lim A+E+ CX + DX > |=A+C.

X —>+0 X»+oox(x +1) X =+ X X+1 (X +1)
1 A1 A 1

Ainsi, C=—-Aetona: f(X):—:

Pour X =1, il vient : f(1)=;=5+1+_—A+ ! it A

PA+1)° 1T 141 (1+1)°

finalement : A=-2.

1 -2 1 2 1
————=—+—5+ + >
XE(X 41 X XTTX+L (X +1)

=]
[EEN

Consideérons alors, pour tout entier naturel n non nul, la somme partielle : S, = m
k=1 +1

D’aprés la décomposition précédente, il vient :

e

i k? k+l

=1

-2 1 2 1
= =ttt
| Kk k% k+1 (k+l) ]

1 (k+1)
2SS b
At k;i_k;i_ﬁ +;k_12+21k12 ( +11)
- ﬁ+(n+11) Y
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n 2
On a immédiatement : lim —3+i+#2 =-3 puis, classiquement : lim Zizzﬂ—
N>+ n+1 (n +1) N—>-+o0 €= k 6

2 2
D’oi: limS, =—3+2x—=2_3,
6 3

n—+oo
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