1. Pour tout x réel non nul, montrer que I’on a :
th(x)=2coth(2x)—coth(x)

1

2. En déduire que la série de terme général u, :Tth (2—);] converge et

calculer sa somme.

Analyse

Un peu de géométrie hyperbolique pour pouvoir simplifier (télescopage) les sommes
partielles de la série a étudier.

Résolution

Question 1.

On peut revenir aux définitions du cosinus et du sinus hyperboliques mais on peut également
tirer parti des relations classiques : ch(2x)=2ch®(x)-1 et sh(2x)=2sh(x)ch(x).Ona

alors, pour tout x réel non nul :

ch(2x) ch(x)

sh(2x) sh(x)

% 2ch?(x)-1 _ch(x)
\&sh(x)ch(x) sh(x)

_2ch®(x)-1-ch*(x)

B sh(x)ch(x)

_ ch?(x)-1

sh(x)ch(x)

2coth (2x) —coth (x) =2

)_
)

La relation fondamentale de la trigonométrie hyperbolique, ch? (x)—sh2 (x) =1, nous donne
ch?(x)—1=sh?(x) et donc:

ch’(x)-1  sh’(x)  sh(x)
sh(x)ch(x) sh(x)ch(x) ch(x)

2coth(2x)—coth(x) = =th(x)

Le résultat est ainsi établi.
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Vx e R*, 2coth(2x)—coth(x) = th(x)

Question 2.

Pour tout n entier naturel, considérons la somme partielle :

Sy =Up +U +Uy+.+U =D U =Y — th( kj
=20 \2

k=0

Pour k >0, on a, en utilisant I’égalité obtenue a la question précedente :
th (%szCoth(inkj—coth( )ij Zcoth( j coth( j
2 2 2 24 2

1 X o .
En tenant compte de u, = ?th (?j =th (x) , Il vient alors, pour tout entier naturel n non

nul :

k=1 k=1
n-1 n
:th(x)+ ikcoth(lkj— ikco h(ik)
ko 2 2 1 2
:th(x)+—ocoth( 0)+ “>coth| = —icoth(—]— “Scath| >
P 2" k1 2

= th(x)+coth(x)—incoth (in]
2 2
D’apres la premiére question, on a immédiatement : th(x)+coth(x) =2coth(2x).

n—>+o0 2

On s’intéresse maintenant a ; lim icoth(2 j

On ad’abord : I|m——0 D’ou, immédiatement : lim 2—: ch(0)=1et sh(zn] aly

n—+o 2N N—>+o0 2n
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Il en découle : coth X ~i=2— et enfin : icoth X ~ix2—=l,50it
2n w0 X X 2n 2n +w2n
2n
lim icoth (ij =1
n—+o0 2" 2" X

Onadonc: limS, = Zcoth(2x)—1.

n—+w0 X

. (o . 1 X
Pour tout réel x non nul, la série de terme général u, = yth o est convergente eton a:

+00

1 X 1
—th| — |=2coth(2x)-=
55| 5| ~2eom(20)-

n=0
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