Soit neN" et ¢ e R* . On pose :
n
un = %
kzl(n+k)

Discuter, selon «, de la limite de (u,) et de la nature de la série de
terme géneral u,,.

(Oral Centrale — PSI - 2016)

Analyse

Au regard de la forme de u,,, on ne peut pas ne pas penser aux series de Riemann...

Résolution

Etude de la suite (u,)

n

Notons, dans un premier temps, que chacun des n termes de la somme — est
k=1 (n + k)
. . o 1 1 1
strictement positif, le plus petit étant —= —=——— etleplus grand —.
(n+n)" (2n)" 2%xn (n+1)
On a donc immediatement I’encadrement, pour tout entier naturel n non nul :
1 1
NX_——=<U, <Nx -
2 xn (n+1)
1 1 1
Ol’la:nxza il T et nx —=Nx —= —< 371.
XN XN n
(n+1) n* x(1+1) n“"lx(l+1j
n n
On en déduit :
1 . u 1
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Dol :
. . 1 . o
e Sia<l, lim————-=-+0 et, par comparaison, ona: limu, =+o.

n—>+0 2% % n N—>-+0

. 1 . .
e Sia>1, lim—— =i -=0 et, par encadrement,ona: limu =0.

n—+0 2% s % n—+0 47 n—+o0

Il reste donc a étudier le cas a =1.

s R 51 1& 1
On s’intéresse donc & la somme u, =>_ ==y -
an+k nigq K

n

Nous avons ainsi affaire a une somme de Riemann associée a la fonction t |—>¥ sur

I’intervalle [1;2]. On en déduit que la suite converge et :

limu, = lim =y -1~ j Lat=[In(t)] =In(2)-In(1)=In(2)

Nn—>-+%o n—+o N k =g k
n

En définitive :

La suite (u,) converge pour  >1 avec:
e Siag>1:limu,=0

e Sia=1:Ilimu,=In(2)

Lasuite (u,) diverge pour e <1: limu, =+o0.

N—-+%

Une condition nécessaire de convergence de la série de terme général u, est: limu, =0.

N—+o0

On va donc supposer dans ce qui suit: a >1.

Ona:unzzn: ! azniazn:;az 3_ xlzn: 1
k

1 a "
= = n n
a(n+k) =] (1+kj k=1 (1+kj
n n
13 1 . o . 1 .
—» —— est une somme de Riemann associée a la fonction t — m sur I’intervalle

] (1+ k)
n
1 21 1

. e 18 N N R
[1;2]. Onadonc: nlirﬂoﬁkzi‘m_-[lt_“dt_[mtl } :E(Zl _1):
n

1 _ 21—a

On en déduit :
1-2v 1

a-1

n X
+» g-1 n
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Notons au passage que I’obtention de cet équivalent est valable pour « =1 et pouvait étre
utilisé pour I’étude de la suite (u,) ...

On déduit du résultat précédent que la série ZUH converge pour e —1>1 (série de Riemann
convergente), c’est-a-dire o > 2.

La série Zun converge pour a > 2.

Résultat final

u, D,
ac ]o ;1[ Divergente de limite infinie. | Divergente de limite infinie.
a=1 Convergente de limite égale | Divergente de limite infinie.
aln(2).
aell;2] Convergente de limite nulle. | Divergente de limite infinie.
a>?2 Convergente de limite nulle. | Convergente.
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