Soit p un entier relatif.

Nature de » u, ou:
_U+214 .. +n!
(n+p)!

Un

Analyse

Nous notons dans un premier temps que la série est a termes (strictement) positifs.
Comme souvent avec un terme général dépendant d’un parameétre, on doit d’abord se
demander pour quelle valeur du parametreona limu, =0.

nN—+o0

Résolution

n! est le plus grand terme du numérateur. Ainsi, si n+ p <n, c’est-a-dire p<0, on aura
(n+p)!<n! et donc, pour tout entier naturel n non nul :

I+ 24+ +(n=1)M+n! 114214+ +(n-1)! n!
u, = = + >1
(n+p)! (n+p)! (n+p)!
>1
Dans ce cas, la série Zun est grossierement divergente.
Supposons désormais p >0.
Posons, pour alléger les écritures : o, =11+2!+...+n!
1N+21+..+n! o, 1
Ona:u =——F=—""x .
(n+p)! n' (n+1)(n+2)..(n+p)
Pour tout n entier naturel non nul, on a:
o, U+2l+. .+n! 1U+214+..+(n-1)!l+n!
o n! B n!
N4+ 214+ .. +(n=-1)! n-1)x(n-1)! -
_ (=Yt (n=Dx(n=d)t 0t 5 1,
n! n! n n
Ainsi : u_ =0 x 1 < 2 )

" nt (n+1)(n+2)..(n+p) (n+1)(n+2)..(n+p)
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Comme u, >0, lim (2—£]=2 et lim 1 =0, on en déduit finalement
N0 n >+ (n+1)(n+2)...(n+ p)

par encadrement : limu, =0.

n—-+%

L"encadrement : 0 <u, < 2 va nous étre utile pour la suite.
(n+1)(n+2)..(n+p)
En effet,si p>2,0na: 0<u, < (n+1)(n+22)...(n+ ) sn—zp. Or la série Zn—lp est
p facteurs

convergente (série de Riemann convergente). On en déduit immeédiatement que Zun
converge.

Traitons enfin le cas p=1.
Danscecasona:

O-n+l 1
un+1_(n+1)! (n+2)_ 1 XO',H]__ 1 X0n+(n+l)!
u, o, 1 T nt2° o n+2 o,
—Nx
nt (n+1)

|
-1 1+(n+1). I 1+i
n+2 o n+2 u

n n

x(1+u,) puis: u,,, ~i, soit u,, ~1. La série Zun

On en tire finalement : u,_, =
n+2 o N+2 ad

est donc divergente.

Résultat final

U+ 21+ ..+n!
(n+p)!
est divergente pour p <1 (grossiérement pour p<0)
et convergente pour p=>2.

La série de terme géneral u, = ou peZ




