Apres avoir établi la convergence de la série 24)3;4, montrer que :
n) —4an

1+22 =§In(2)

_1 4n -

(RAMANUJAN)

Analyse

Il n’y a pas de difficulté particulic¢re a établir que la série est définie pour n>1 et est a termes

positifs. A partir de la, on a facilement un équivalent simple de
(4n) —4n

en découle... Pour ce qui est de 1’égalité proposée, il convient bien siir de calculer la valeur de

la somme de la série (pour une fois, le calcul est accessible !). Dans la mesure ou le

5 et la convergence

dénominateur de ﬁ se factorise aisément, il semble « naturel » d’envisager une
4n) —4n

décomposition en €léments simples. ..

Résolution

Convergence de la série

Comme x*—x = x(x2 —1) , 1a fonction carrée nous permet d’affirmer que I'ona x> —x >0

pour tout réel x strictement supérieur a 1. On en tire que le rapport est défini pour

3

(4n) —4n
tout entier naturel n non nul et que la série Z(4n);_4 est une série a termes (strictement)
positifs.
Ensuite, on a immédiatement 1’équivalent : ! o = 1 5 - On en tire que ’on a

3 3
(4n) —4n+(4n)" 64n
affaire a une série équivalente a une série de Riemann convergente (3>1). La série converge
donc.

La série 23; est convergente.
4n)” —-4n
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Calcul de la somme

1
(4ny —4n 4n(4n-1)(4n+1)’

On a facilement x®—x = x(x2 —1) =x(x-1)(x+1), d’ou:

1 1
x*—x  x(x=1)(x+1)
On a affaire a une fonction rationnelle dont on connait les trois poles : 0, —1 et 1.
On peut donc, via une décomposition en éléments simples, 1’écrire sous la forme :

On pose F(x)=

F(x)=24 B <
X Xx-1 x+1
Bx Cx 1
= F :A = .
Ona G(x)=xF(x) AR R

D’oll: G(0)=A=-letdonc: F(X)=—+—+——.

Ensuite : H(x):(x—l)F(x):ﬂH_:,Jr _

1 1
‘ou: H(1)=B=— CF(x)=—
D’ou: H(1) 5 etdonc : F(x) - +2(x—1)+x+1

(x+1)+ B(X+1)+C= 1 |

X x—1 x(x-1)
1 -1 1 1

Dou: I(-1)=C== ' F =— )

ou: I(-1) 5 etdonc: F(X) x+2(x—1)+2(x+1)

Enfin: 1(x)=(x+1)F(x)=

—1Jr 1 N 1
x  2(x-1) 2(x+1)

- . 1 5, 1 :
On s’intéresse donc a : Z(4n)3—4n _Z[4n + 2(4n—1) + 2(4n+1))

Soit N un entier naturel non nul.

1
On veut calculer : NI@@Z(AM 2(an- 1)+2(4n+1)J'

Ona:

i—_1+1+1 ‘li(_—2+1+1j
“\an 2(4n-1) 2(4n+1)) 24\4n 4n-1 4n+1

Concentrons-nous donc sur : 2(42 4 ! 1+ 4 ! 1}.
n n— n+
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Il est intéressant, dans ce genre de calcul, de faire apparaitre des sommes d’inverses d’entiers
naturels conseécutifs. Dans la somme considérée, il y a des trous et nous allons nous
débrouiller pour que les inverses « de référence » soient les inverses des multiples de 4 :

N (—2 1 1 j -3 N(l 1 1 j
dl—=+ + =Y —+> =+ +
~\4n 4n-1 4n+1) <S4n S\4n 4n-1 4n+l
_3 N N 1 N-1 1 N 1
=— +y —+ +
4 = ;4n ;4n+3 §4n+1

1

n

31 W1 1 N1
4zn+z4n 3 Z4n+3 4N+3+Z4n 1
1 1

n=1 +
341 N1 &1 N1

—— =) —+ —+ +

3 4N+3 44n (nz_llm ;4n+1 ;4n+3j

1

3 4N+3 443N
1

N 1 N 1 N 1 N N
DI Wy e WD Y] B e

=1 1 An+l o =1 1

1 1 3 N 1 4N+31 N 1
“3TaNG3 atn &0 e

Pl | B |
4N+21 N 1
B ;n HZ:;n ;4n+2
1 4N+21 1N l
n

+ _——
~n 2%2n+1

3 3 N 1 4N+21 1 2N+1 N 1
=2 2N Y 2 o Y 21—
2 4%n z 2(2 ~ 2nj

n=. n=1 n n=1 n
3 N 1 4N+21 12N+11 1 N 1
=-1-— + ——= ) —+=) —
4nz:;n nZ; n 2 nz; n 443n

l N l 4N+21 12N+11
_l_ —_—
2nz—1:n mn 273N

On utilise alors :
N

Z%:In(N)+y+o(%J

n=1

4N+21 1 1
In(4N +2 =In(4N +2 —
;n n(4N + )+7+0(4N+2j n(4N + )+y+o(Nj
2N+11 1 1
=In(2N +1 =In(2N +1 —
nz_ll - n(2N + )+7/+o(2N +J n(2N + )+7+0(Nj

ou y est la constante d’Euler.
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On en tire :

N _2 1 1 1 N 1 4N+21 12N+11
dYl—=+ + =-1
dn 4n-1 4n+1

n=1

_%[m(zm +1)+7+0(%D

1 1 1
:—1—§In(N)+In(4N+2)—Eln(2N+1)+o(ﬁj

(@) &}o(ﬁj

N (2N +1)

=—1+In(2)+In _ 2N+1 +o(ij

’ 1
2N, |1+ —
V2 +2N

1
2+— 1
=-1+In(2)+In —Nl +0[Wj
2.1+ —
J_ 2N
On adonc:
N1 1 1 1Y (—2 1 1 j
dl—=+ + ===+ +
Sl 4n 2(4n-1) 2(4n+1)) 245\4n 4n-1 4n+1
1
2+—
:% -1+In(2)+In —Nl +o(%)
2.1+ —
\/_ 2N
1
2+ —
:—%+%In(2)+lln —Nl +o(%)
2.1+ —
\/_ 2N
2+i 2 1
On a facilement : lim In| ——N__ =In(—jzln(\/§)=—ln(2)
N —>+o0 \/E 1+i 2 2
2N
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Onaalors:

11

1

(2 )+§x%|n(2)

—_Z4iZIn(2
2 2
:—%+%In(2)
Et, finalement : 1+Zz;:§ln(2)
_1(4n) —4n 2

1 1
4n-1) i 2(4n +1)J

Résultat final

La série de terme général

3

(4n) —4n

1+ 22

_1 4n -

est convergente eton a :

EIn(Z)
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